-я 


Я. Блюмбергъ. 


 Дополнительныя Статьи 


АЛГЕБРЫ ГЕОМЕТРИИ. | 


Курсъ УП (дополнительнаго) класса реальныхъ училищъ. 
19-ое изданте. 


9-ое издане разработано примфнительно къ послЪдней, утвер- 
жденной въ 1906 году, программЪ. 


ее — =. © 
Ц$на 1 руб. 20 коп. 
© ====— 
Юрьев». 


Типограф:я К. Маттисена. во 
1913. 7 


Учебники того же автора: 


1. Учебникъь Ирямолинейной Тригонометри для среднихъ 


‹ учебныхъ заведенй. 3-ье издане 1901 г. ЦЪна 1 руб. 


Ученымъ Комитетомъ Мин. Нар. Просв. допущено (безусловно) въ ка- 
чествЪ учебнаго руководства для гимназй и реальныхъ училищъ. 


2. Дополнительныя статьи Алгебры и Геометри для УП 
(дополнительнаго) класса реальныхъ училищь съ присоединен- 
ною къ нимъ статьею: „Приложене Алгебры къ Геометри“. 
9-ое издане 1908 г. ЦФна 1 руб. 20 коп. 


Четвертое издан!е было одобрено Ученымъ Комитетомъ Мин. Нар. Просв. 
въ качествЪ пособ1я для реальныхъ училищуъ. 


Въ этихъ двухъ учебникахъ молодые люди, гото- 
вяшеся ко ветупительнымъ конкуренымъ 
инепытантямъ въ спец1альныя техническ1я 
учебныя заведентя, найдуть н$Фкоторыя подроб- 
ности и задачи, требуемыя программами этихъ заведевй. 


3. Таблицы пятизначныхъ логариемовъ чиселъ и тригоно- 
метрическихъ величинъ (послЪдае — съ отрицательными характе- 
ристиками). 2-ое стереотипное издаше 1904 г. ЦЪФна 65 коп. 


Таблицы эти допущены (безусловно) Ученымъ Комитетомъ Мин. Нар. 
Проев. въ качесттвЪ ноеоб1я для средн. учебн. заведений. 


Въ этихъ таблицахъ отрицательные логариемы тригонометрическихъ ве- 
личинЪ даны, для удобства, настоящими, выраженными отрицательными 
характеристиками и положительными мантиесами, каковыми ихъ 
нынЪ обыкновенно вводятъ и полезно вводить въ вычиеленйя, тогда какъ въ 
другихъ пособяхъ этого рода, вмЪето этихъ логариемовъ, даются менЪе удоб- 
ныя ариометическ!1я ихъ дополненйя до 10. 


4. Учебникъ Математической Географ1и для среднихъ учеб- 
ныхъ заведенй. 2-ое изд. 1902 г. ЦЪна 1 руб. 


Первое издан!е было одобрено Ученымъ Комитетомъ Мин. Нар. Просв. 
въ качествь учебнаго пособ1я для среднихъ учебныхъ заведений. 


Выписка изъ реценз1и Ученаго Комитета на 1-0е издане : 


„Этоть учебникъ имЪеть мног!я весьма важныя достоинства. Объемъ не 
великъ, а между тфмъ содержитъ довольно обстоятельное изложене главнЪй- 
шихъ фактовъ науки. Большинство объяснен!й автора правильны и удобопо- 
нятны. Чиеловыя данныя и друйя астрономическя и геодезичеек1я данныя 
отличаются точностью, свидЪтельствующею, что они заимствованы авторомъ 
изъ надежныхъ и нов®йшихъ источниковъ. Особаго вниман!я заслуживаютъ 
главы: У, УГ, УП, УШ, ПХ, Х, большая часть главъь ХГи ХП и н%которыя 
части главы ХУ (всЪхь главъ ХГУ)“. 


(См. 4-ую стран. обложки). 


Я. Блюмбергъ. 


Дополнительныя Статьи 


АЛГЕБРЫ и ГЕОМЕТРИИ. 


Курсъ УП (дополнительнаго) класса реальныхъ училищу. 
10-ое изданте. 


9-ое издане разработано примфнительно къ послЪфдней, утвержден- 
ной въ 1906 году, программЪ. 


В 
ЦБна 1 руб. 20 ноп. 


о Чью "© 


ЮРЬЕВЪ. 
Типограф1я К. Маттисена. 
1918. 


уче: жа = яд м * 


в К. Комо | 
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68.792. 


Предиелове къ 9-му издан!ю. 


Предлагаемое здЪсь 9-ое издане Дополнительныхъ Статей 
представляеть переработку предыдущаго изданя примфнительно 
къ утвержденной 80 1юня 1906 г. программЪ; прежей объемъ 
учебнаго матермала сохраненъ и въ настоящемъ изданйи, но, со- 
гласно съ приведенною программою, мы ввели въ него еще слЪ- 
дуюпйя статьи: 

1) Приложене теори предфловъ къ опредЪлено длины 
окружности круга и поверхностей и объемовъ круглыхъ тЪлъ; 
2) изслЪдоване одного уравненя 1-ой степени съ однимъ неиз- 
вЪетнымъ и двухъ уравненй 1-ой степени съ двумя неизвЪст- 
ными; 3) рьшене неопредЪленнаго уравнен!я 1-ой степени съ 
двумя неизвЪетными. 

Въ началЪ У отдфла приведенной программы подъ загла- 
вемъ „Основаня анализа безконечно-малыхъ“ есть указашя на 
нЪкоторыя статьи, которыя уже входили въ составъ предыду- 
щаго издайя Дополнительныхъ Статей; онф имЪются и въ на- 
стоящемъ издави съ н%которыми необходимыми дополнешями, 
такъ что предлагаемый нами учебникъ, по нашему разумЪн!ю, 
вполнЪ отвЪчаетъь программЪ, поскольку она относится къ курсу 
чистой алгебры въ дополнительномъ классЪ реальныхъ училищъ. 


Составитель. 


ОГЛАВЛЕНИЕ. 
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Т. Поняче о функщяхъ: о постоянныхъ и перемънныхъ 
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($ И; о функщяхъ и ихъ подраздЪлешяхъ ($ 2); гео- 
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. ремы о предфлахъ ($ 5); предълъ сложной функщи 
(5$ 6); примЪнеше теори предфловъь къ иЪФкоторымъ 
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Безу ($ 18); примЪнене теоремы Безу къ разложеню 
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случай возможности понижешя степени уравненя ($20); 
о числЪ корней уравненйя ($ 21); о сопряженности 
мнимыхъ корней алгебраическаго уравневмя съ веще- 
ственными коэффищентами ($ 22); о преобразовашяхъ 
уравнен!й и случаяхъ ихъ эквивалентности ($ 23); слу- 
чаи введенйя въ уравнене постороннихъ корней или 
исчезновения существующихъ ($ 24)... . 52. 
УТ. Рьшен возвратныхъ уравненйй четвертой стенени, 
двучленныхъ и трехчленныхъ: рфшене возвратныхъ 
уравнен!й 4-ой степени ($ 25); рьшене двучленныхъ 
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двучленныхъ уравненй въ тригонометрическомъ видЪ 
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($ 32); рьшене неравенства 2-ой степени съ однимъ 
неизвЪстнымъ ($ 33); рЬшене неопредЪленныхъ урав- 
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шенй неопредЪленнаго уравненйя вида ах бу=е 
а оо а риа план 
ИзелЪдован!е уравненй : изслЪдоване общаго уравне- 
вя 1-ой степени съ однимъ неизвЪстным ($ 836); из- 
слЪдован!е двухъ уравнен!й первой степени съ двумя 
неизвестными ($ 37); изслЪдоване общаго уравнешя 
ЗО АноНя {о Ни Веда 
Дополнен!е къ теор!и логариемовъ: измЪнене показа- 
тельной функщи а” при измЪнен!и показателя г ($ 39); 
логариемы, разсматриваемые какъ члены ариеметиче- 
ской прогресейи ($ 40); существоване логариема для 
всякаго положительнаго числа при положительномъ 
основанйи ($ 41); основаше натуральныхъ логариемовъ 
(5 42); модуль, зависимость между натуральнымъ осно- 
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произведеня перемзнныхь сомножителей, сумма кото- 
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Г. Поняте о функщяхъ. 


$ 1. О постоянныхъ и перем6нныхъ величинахъ, безконечно- 
малыхъ и безконечно-большихъ. Величины раздфляются на по- 
стоянныя и перемЪнныя. Постоянными называются такя 
величины, которыя или неспособны измЪняться, или по услонямъ 
рЪшаемаго математическаго вопроса не должны измЪняться, т.е. 
должны сохранять одно и то же, постоянное, значене. Такъ, 
прямой уголъ есть постоянная величина, вслЪдетв!е чего онъ и 
служить мЪрою угловъ; отношеше всякой окружности къ своему 
даметру, т. е. л = 3,141592..., тоже величина постоянная. 

Радусъ же и даметръ круга — величины постоянныя только 
въ данной окружности и измЪняются съ измЪненшемъ самой 
окружности. 

ПеремЪнною называется такая величина, которая, не нару- 
шая характера рЪшаемаго математическаго вопроса, способна, 
принимать или всевозможныя значеня, или, по крайней мЪръ, 
разныя значешя между двумя болЪе или менЪе тЪеными грани- 
цами, за которыми она уже не можеть измЪняться. 

ПримЪфромъ перемЪнной величины, способной принимать 
всевозможныя значен1я, можетъ служить разстояше, проходимое 
равномфрно движущеюся точкою. 

Хорда круга измЪняется съ измБневшемъ растоян1я ея отъ 
центра: уменьшаясь, она можеть сдЪлаться какъ угодно малою, 
стремясь къ нулю, увеличиваясь же, она неограниченно прибли- 


жается къ длинф даметра; слЪдовательно, хорда — перемфнная 
величина, измЪняющаяся между двумя предЪльными значешями, 
изъ коихъ низшее есть нуль, высшее — д1аметръ. 


Выражене 24(п—2), опредъляющее собою сумму внутрен- 
нихъ угловъ многоугольника по числу п® его сторонъ, измЪ- 
няется съ измЪфненемъ и, которое можетъ принимать всевозмож- 
ныя, но цъЪлыя и положительныя значеня, начиная съ 
п = 3; слЪдовалельно, пока ® остается неопредЪленнымъ, выра- 
жене 24(и—2?) надо считать перем5нною величиною, способною 
принимать различныя -значен1я, изъ коихъ каждое есть четное 
чиело прямыхъ угловъ. 


> 

Периметръ вписаннаго въ кругъ правильнаго многоуголь- 
ника есть величина перемЪнная, уменьшающаяся съ уменьше- 
немъ числа сторонъ многоугольника, а увеличивающаяся съ 
увеличенемъ ихъ числа; притомъ измфнене это происходить 
между низшимъ значенемъ 37ИУЗ и 2лг, ГД г — ращусъ дан- 
наго круга. 

Перемнная величина называется безконечно-малою, если, 
численно уменьшаясь, становится и продолжаеть быть меньше 
всякой произвольно малой положительной величины. Изъ этого 
опредлевя слЪдуетъ, что безконечно-малая величина неограни- 
ченно приближается къ нулю. Такъ, съ увеличенемъ числа 
сторонъ правильнаго вписаннаго въ кругъ многоугольника, сто- 
рона его безконечно-малая величина, ибо постоянно уменьшается 
и можетъ быть сдЗлана меньше всякой произвольно малой ве- 
лИчЧиИНыЫ. у 

ПеремЪнная величина называется безконечно-большою, если, 
численно увеличиваясь, становится и продолжаетъ быть больше 
всякой произвольно большой положительной величины. Изъ 
этого опредфленя слфдуеть, что безконечно-большая величина 
не имЪетъ предЪла; однако и о ней принято говорить, что пре- 
дЪлъ ея есть безконечность и употреблять для послЪдней знакъ 
се, разумЪя подъ этимъ безпредЪльное возрастане величины. 


1 н 
Такъ, напримЪфръ, дробь — увеличивается съ уменьшешемъ ея 


знаменателя х, и когда х станетъ весьма малою величиною, то 
дробь станеть весьма большою; затЪмъ, когда знаменатель х, 
продолжая неограниченно уменьшаться, стремится къ нулю, то 


1 

дробь „ одновременно будетъь неограниченно увеличиваться, 

стремясь къ безконечности, что условились обозначать такъ: 
1 з 1 

пред. (--). —о = ©® и читать: предЪлъ дроби-_, когда 2 стремится 


къ нулю, равенъ сс. 

ПеремЪнная величина называется конечною, если ея абсо- 
лютное значене не способно сдЪлатся больше нЪкоторой посто- 
янной величины. НапримЪръ, периметръ вписаннаго въ данный 
кругъь многоугольника при неограниченномъ удвоении числа 
его сторонъ — величина конечная. 

Безконечно-малыя и безконечно-большая величины могутъ 
быть, какъ и конечныя, положительными и отрицательными. 

$2. 0 функшяхъ и ихъ подраздЬленяхъ. Математическое вы- 
ражен!е, содержащее нЪкоторыя перемфнныя величины х, у,2..., 
есть вообще также перем$нная величина, значенйе которой 


З 
зависитъ отъ значе! перемфнныхъ х, у, 2...; слЪдовательно, если 
этоть результатъ обозназимъ какою-либо буквою, напримЪръ, и, то 
опредЪленнымъ, хотя бы и произвольнымъ, независимымъ другъ 
отъ друга значенямъ перемЪнныхь х, у, 2... отвЪчаютъ уже не 
произвольныя, а опредфленныя значен1я перемфнной и; поэтому 
перемфнныя 2, у, 2... называются перемфнными независи- 
мыми пли аргументами, перемфнная же и — зависи- 
мою или функцтею первыхъ. ь 
Такъ, напримЪръ, площадь круга, которую обозначимъ чрезъ м, 
опредфляется по формулЪ и = л/!”, показывающей, что площадь 
и зависить оть значеня радгуса 7; слЪдовательно и есть функщя 
одной перемфнной независимой г. 
Точно такъ же, величина и пути, пройденнаго свободно па- 
дающимъ тЪломъ въ Ё единицъ времени, опредЪляется по фор- 


тр : 
мулЪ и = 9, гдЪ 9 — ускоренше; формула эта показываетъ, 


что проходимый путь и зависить отъ значення &, т.е. что в есть 
функщя времени &. 
Объемъ и сферическаго сегмента, радусъ основан!я котораго 


1 Гы 
есть х, а высота й, опредфляется по формулЪ и = __ лй (*+ Е 


- ’ 


показывающей, что объемъ и есть функщя двухъ перемфнныхъ 
независимыхъ ии й. 

При изслЪдоваи общихъ математическихъ вопросовъ при- 
ходится, конечно, разсматривать и функщи въ ихъ общемъ видЪ; 
обиИй же видъ функщи одной независимой перемЪнной х при- 
нято обозначать такъ: и = /[(), гдЪ знакъ /, называемый ха- 
рактеристикою функщши, означаетъ, что надъ независимою 
перемфнною 2 надо совершить нЪфкоторый рядъ дЪйствй, чтобы 
получить ея функщю или зависимую перемЪнную ы. 

Вообще функщя и нЪеколькихъ независимыхъ перемЪн- 
ныхь 2, у, 2... обозначается: # = {(х, у, 2...). 

Для отлищя одной функщи отъ другой употребляются раз- 
личныя характеристики: р, Е, ф и прочее. 

Функщи раздфляются на явныя и неявныя; функщя 
называется явной, если она непосредственно, явно, выражена 
чрезъ ея аргументы, неявною же, если уравнеше, связывающее 
функцию съ ея аргументами, еще не рЪшено относительно той 
изъ перемЪфнныхъ, которая принимается за функщю остальныхъ. 
Такъ, напримЪръ, въ уравнеи у = а? -- 6х -- с, у есть явная 
функщя аргумента х, въ уравнени же ал? -- Ву? = с перемЪн- 

1* 


3 


пая у, принимаемая за функцо аргумента 2, неявная функщя ; рЪ- 
шивъ же это уравнене относительно у, получимъ уже явную 
функцию у— и ты 

Функщи раздфляются еще на алгебраическ1я и транс- 
цендентныя: функщя называется алгебраическою, если входя- 
иця въ ея составъ перемфнныя независимыя связаны между со- 
бою и съ н$которыми постоянными количествами конечнымъ 
числомъ основныхъ алгебраическихъь дЪйств!й: сложен1я, вычи- 
таня, умножешя, дъленя, возвышеня въ степень при вещест- 
венномъь и постоянномъ показателЪ и извлеченя кор- 
ней, также при вещественномъь и постоянномъ показа- 
телЪ; функщя же называется трансцендентною, если она не 
можетъ быть выражена конечнымъ числомъ указанныхъ основ- 
ныхъ алгебраическихь дФЙствь! надъ независимыми перемЪн- 
ными; таковы функщи, содержацйя степени или корни съ пере- 
мЪнными показателями, логариемы и тригонометрическя вели- 


ях 
чины, т. е. количества вида ах, Иа 122, 12% и друмя; тащя 
функщи, какъ показываетъ выспИЙ анализъ, могутъ быть выра- 
жены лишь безконечнымъ рядомъ вышеуказанныхъ алгебраиче- 
скихь дьйствй. 

Сообразно съ приведенными опредЪлешями и уравнене на- 
зывается алгебраическимтъ или трансцендентнымъ, 
смотря потому, содержитъ ли оно лишь алгебраичесмя функщи 
неизвЪстныхъ, или же трансцендентныя. 

Функщя называется рац!ональною, когда перемЪнныя 
не входять въ нее подъ знакомъ корня или, что то же, съ. 
дробнымъ показателемъ; въ противномъ случаЪ она называется 
иррац!1ональною. 

Такъ, у = ал? —бхеиг= и суть рацюнальныя 

з 
функци, функци же у= Иа -+ 22? и у= 23+ 654 — ирра- 
цюнальныя. | 

Функщя называется цфлою, если ни одна изъ независимыхъ 


перемЪнныхъ не входитъ въ знаменателя или, что то же, съ отрица- 


3 2?—3 
4 = 4. въ про- 


За — у? 
2у—1 ` 
ПеремЪнная величина называется непрерывной въ проме- 
жуткЪ между аи 6, если она принимаетъ вс значенмя между 
аи 6, какъ ращональныя, такъ и иррацюнальныя. Изъ этого 


тельнымъ показателемъ, напримфръ: у = 22 + 


тивномъ случаЪ она называется дробною, напримЪръ: 2 = 


5 " 


слЪдуеть, что разность между каждыми двумя смежными значе- 
шями непрерывной величины — произвольно мала. Если же 
перемЪнная, принимая нФкоторый рядъ значенй, не можетъ при- 
нимать какя-либо промежуточныя значен1я, то говорятъ, что 
она измЪняется прерывно. Такъ, напримфръ, длина стороны 
вписаннаго въ кругъ многоугольника можетъ принимать всякя 
значення между нулемъ и длиною даметра и потому она непре- 
рывная перемЪнная, тогда какъ число сторонъ многоугольника 
можеть измЪняться только прерывно, ибо оно можетъ прини- 
мать лишь цфлыя и положительныя значеня, начиная съ 
значеня 3. 

Если при непрерывномъ измфнен!и аргумента 2 между ка- 
кими-нибудь двумя его значенями: 2 =а и х=ф функщя его 
[(@:) остается вещественной и конечной и каждый разъ получаеть 
безконечно-малое приращен1е, положительное или отрицательное, 
то функщя эта называется непрерывною въ указанномъ про- 
межуткЪ; если же при непрерывномъ измЪнен!и аргумента х до 
нЪкотораго значеня 2 = а, функщя его измЪняется непрерывно, 
но при дальнфИшемъ измЪненйи аргумента въ ту же сторону, 
хотя бы на безконечно-малую величину, переходить вдругъ, такъ- 
сказать скачкомъ, отъ одного значеня къ другому, разнящемуся 
отъ перваго на безконечно-большую или даже на конечную ве- 
личину, то она называется прерывною при # = а. 

Такъ, въ. формулЪ и = л”? для площади круга, м есть не- 
прерывная функшя перемЪнной г. ДЪйствительно, дадимъ пере- 
МЬнной г безконечно-малое приращене а, тогда и и получить 
нъкоторое приращене А и мы получимъ: 


и ЕЁ = л(г - а)? = л"? -- 2лга + ло?, 
откуда № = 2лта - ла?; но виже ($ 5) увидимъ, что 2лта + ла? 
при безконечно-маломъ а есть также безконечно-малая величина, 
значить и приращене # полученное функщею м, безконечно- 
малая величина, а потому функщя м — непрерывная. 


Напротивъ, дробь у = =, измфняющаяся вообще непре- 
рывно при непрерывномъ измЪнени аргумента х, становится 
разрывною при 2 = 1. ДЪйствительно, если х станемъ непре- 
рывно измЪнять отъ х = 0. до х=1, то у непрерывно будетъ 
увеличиваться отъ 1 до -+ со; при дальнфишемъ же увеличе- 
ши перемЪнной 2, хотя бы на безконечно-малую величину, 
функщя ея у переходить скачкомъ оть значеня - со къ зна- 
ченш безконечно-болыншому отрицательному, потому что при 
д =1—-а, гдъ а безконечно-малая положительная величина, 


1 1 
имземъ: у=-- = —, а. при’ х = 1 + а получимъ: 
1 1 


Я ба) —а' 

Отсюда видно, что данная функщя у, переходя скачкомъ 
отъ значеня -- со къ значеню — сс, есть разрывная функщя при 
переходЪ перемЪнной х отъ значения меньшаго 1, сколь угодно 
близкаго къ 1, кь значеню большему 1, также сколь угодно 
близкому къ 1, или, какъ говорятъ, при переходЪ х чрезъ 1. 

Точно также функщя у = атс с0о&> х становится разрывною 
при 2 = 0. Чтобы убЪдиться въ этомъ, вспомнимъ, что наше 
уравнене означаетъ, что у есть дуга, соо которой равенъ х, и 
что одному и тому же соо соотвЪтетвуеть безчисленное мно- 
жество дугъ. Примемъ же здЪеь во внимане лишь абсолютно 
наименьшую изъ этихъ дугъ, положительную или отрицательную, 
соотвЪзтствующую данному значеню 2х; тогда при х = а, гдЪ 
а безконечно-малая положительная величина, соотвЪтствующая 
дуга у безконечно близка къ -- = а при 1 = —а дуга у безко- 


нечно близкакъ —-_; слфдовательно, при переходЪ 2: чрезъ нуль 


дуга у переходить скачкомъ оть +-> къ —-5, поэтому функ- 
щя у прерывная при х = 0. 

Функщя /[(х) называется прерывною еще тогда, когда при нЪ- 
которыхъ двухъ вещественныхъ значеняхъ аргумента х, напри- 
мЪръ, при 2 =а и х = 6 принимаетъ вещественныя же значеня, но 
при всякомъ значеши 2, заключающемся между а и 6, принимаетъ 
все мнимыя значення. Такъ, напримЪръ, функщяу = И 22-3, 
которая можеть быть представлена подъ видомъ у = И (*«—1) (@&—3), 
имЪеть вещественныя значен1я при всякомт х, меньшемъ 1, и 
при всякомъ х, большемъ 3, а при всфхъ значешяхъ эх, заклю- 
чающихся между Ти 3, подкоренной трехчленъ отрицательная 
величина, слЪдовательно функщя у мнимая на промежуткЪ между 
д=тТих=З. 

$ 3. Геометрическое представлене функщй. Для нагляднаго 
обзора хода измЪненй функщи удобно пред- 
ставить этотъь ходъ графически, т. е. по- 
мощью чертежа, на основаи слЪдующаго 
построенйя. 


Положене точки Р (черт. 1) на пло- 
скости опредляется между прочимъ ея 
Черт, 1. разстояшями РВ =а и РА = оть двухъ 
взаимно-перпендикулярныхъ прямыхъ ХХ’ и УТ’, называемыхъ 


у 

осями координатъ, причемъ ХХ‘ называется осью абесциссъ 
или осью 2-0въ, УУ’ — осью ординатъ или осью у-овъ, точка, 
ихь пересЪченя О — началомъ координатъ, разстояше 
ОА — абсциссою, разстояше РА — ординатою точки Р; оба 
эти разстоямя выражаются отвлеченными числами и называются 
вмЪсть координатами точки Р. ВмЪсто АВ за абециссу 
этой точки можно, конечно, считать равный ей огрЪзокъ РВ: 
Абсцисса обозначается вообще чрезъ х, ордината чрезъ у, такъ 
что координаты точки Р суть: х = ОА = а, у= РА = 6. 

Предполагая, что РР, и Р.Р, параллельны оси х-овъ, РР; и 
Р.Р, параллельны оси у-0въ, мы, кромЪ точки Р, будемъ имЪть 
еще три: Р,, Р. и Р.,, имЪюшя тТЪ же координаты, какъ и Р. 
Во избЪжане неопредЪленности, какая именно изъ этихъь 4 то- 
чекъ въ каждомъ частномъ случаЪ имЪется въ виду, направлене 
оси 2-овъ вправо оть начала О и всяк отрФзокъ, отложенный 
на ней въ эту сторону, условились считать положительными, а 
противоположное направлен!е отъ того же начала О — отрица- 
тельнымъ. Точно такъ же направлен оси у-овъ и всякой пря- 
мой, ей параллельной, вверхъ отъ оси 2-овъ считается положи- 
тельнымъ, а внизъ отъ этой оси — отрицательнымъ. 


Такимъ образомъ 
координаты точки Р суть ж = а, у = - 5, 


” > Р! Г у = + Ь, 
> о РЖ = 6, 
” > Рь ” т = а, у = — 4. 


Обратно, зная координаты точки, заданныя по величинЪ и 
направлению (т. е. по знакамъ), можно построить самую точку. 
Такъ, если координаты суть х =а, у = —6, то, принявъ нЪко- 
торый отрЪзокъ за единицу, откладываемъ на оси 2-овъ вправо 
оть начала О (черт. 1) отрЪзокь ОА = а единицамъ, въ конеч- 
ной его точкЪ А возставляемъ перпендикуляръ, на которомъ от- 
кладываемъ внизъ отъ оси 2-овъ отрЪзокъ АР., равный № едини- 
цамъ; тогда точка Р..— искомая. 

ПослЪ этихъ предварительныхъ понятШ нетрудно предста- 
вить геометрически ходъ измЪнен!й какой-либо функцш, какъ 
это показано на слЪдующемъ примЪрЪ. 

Примфръ. Построить кривую, соотвЪтетвующую функщи 

5—а22 
у — р. к 

Принимая аргументъ х за абсциссу, функщю ея у за орди- 
нату, дадимъ х какой-либо рядъ положительныхъ значенш, 


напримЪръ, 0, 1, 2, 3,... и вычислимъ соотвЪтственныя имъ зна- 
чен1я ординаты у; тогда найдемъ, что 


при 2 = 0 будеть у = 21/, — это координаты нЪкоторой точки А; 


И 4—4 г у=?2 | 5 ты ЭВ) 
„» =? > у = 1/5 ” » ” „» С; 
= - у =0 ‚1 & | УЗВ 
о р $ ы у = —2 » „ > „й; 
а Ро А у = — 2 точки на безконечности. 
Придавая хх рядъ отрицательныхъ значенй, напримЪръ, —1, 
—2, —8,... и вычисливь соотвФтствуюцпия имъ значення 
функщи у, получимъ: 
при 2 = —-1 будеть у = 2 — это координаты нФкоторой точки В"; 
›я=—2 уе Е >. > + ине 
и--иы с у ='0 и р г. р Ур 
М а: я 1 = 2 ы “г р у Е“; 
р, ) = —-<о — точки на безконечности. 


Соединивъ между собою одну за другою построенныя нами 
точки, мы этимъ построимъ искомую кривую ЕР’С'В'АВСРЕ 
(черт. 2), указывающую на ходъ измЪненшй функщи у. Изъ срав- 
нен1я координать каждой изъ паръ 
точекъ Ви В’, Си С Еи Е... 
усматриваемъ, что кривая раздЪ- 
ляется осью у-0въ на двЪ симме- 
тричныя части #“О’С'’В’Аи АБСОЕ 
и распространяется этими своими 
двумя вЪтвями въ безконечность 
ниже оси 2-овъ. По этой кривой 
нетрудно судить, въ какихъ грани- 
цахъ значен!й аргумента х функ- 
щя 9 быстрЪе измЪняется, въ ка- 
кихъЪ медленнЪе, Бъ какихъ она возрастаетъ, въ какихъ убываеть, 
когда она обращается въ нуль или достигаетъ наибольшаго или 
наименьшаго своего значеня. 


фе Черта 2. 


П; Теоря предЪловъ. 


$ 4. -ОпредБленя. Если перемЪнная величина х прибли- 
жается къ нЪФкоторой постоянной величинЪ а такъ, что числен- 
ная разность 2— а становится и продолжаетъ быть меньше всякой 


произвольно-малой положительной величины, то постоянная ве- 
личина а называется предЪъломъ перемЪфнной х, т. е. тогда 
пред. х = а или Нтх = а*). 

Изъ этого опред$лен1я слЪдуетъ, что при безконечно-маломъ 
=, положительномъ или отрицательномъ, равенства: 


1—а=зи ПЦПшх =а 
тождественныя или эквивалентныя. 
Изъ равенства х — а = г слФдуетъ, что 2 = а - г, т.е. пере- 
мЪнная величина, стремящаяся къ своему предФлу, можетъ быть 


выражена алгебраическою суммою изъ ея предЪла и безконечно- 
малой величины. 


Перемфнная величина, приближаясь къ своему предФлу, 
можеть оставаться или постоянно меньшею своего предЪла, или 
постоянно большею его, или, наконецъ, можетъ быть то больше, 
то меньше своего предЪла. ПримЪромъ послЪдняго измЪнешя 
могутъ служить послЪдовательныя приближен!я безконечной не- 
прерывной дроби, въ которую можеть быть обращенъ иррацюналь- 
ный корень 2-ой степени, напримЪръ, И’ 3; эти приближен! я, под- 
ходя все ближе и ближе къ ИЗ, который, какъ увидимъ ниже, 
слЪдуеть считать предЪломъ этихъ приближенй, поперемЪнно 
то меньше ИЗ, то больше его**). 


Изъ вышеприведеннаго опредЪленя предфла видно, что 
одно только приближеше перемЪнной величины 2 къ постоянной 
а еще недостаточно для того, чтобы а была предЪломъ перемЪн- 
ной 2; надо, кромЪ того, чтобъ численная разность а— х могла 
быть сдЪлана безконечно-малою. Такъ, напримЪръ, перюдическая 
дробь 0,9898... съ увеличешемъ числа перодовъ увеличивается 
и приближается къ 1; но 1 не есть предЪлъ ея, такъ какъ раз- 
ность 1—0,9898..., стремясь съ неограниченнымь увеличе- 


т р н : р, : ЭВ ©" 
немъ числа перюдовъ къ значеню 1 — со“), т. е. къ 


99 
жетъ быть сдЪлана безконечно-малою. 


Напротивъ, перодическая дробь 0,99.... съ неограничен- 


НЫМЬ увеличешемъ числа ея пер1одовъ, увеличивается, стремясь 
9 . 
КЪ т т. е. къ 1, каковое число и есть предЪлъ данной пероди- 


ческой дроби. 


1 
99} не мо- 


*) Пред. есть сокращен!е слова иредъль, ит. есть сокращен!е слова Итие, 
означающаго предъль. 

**) См. элементарную алгебру Я. Блюмберга. 3-ье издане 1893 г., $ 161. 

***) См. элементарную алгебру Я. Блюмберга, 3-ье изданйе 1893 г., $ 135- 
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$ 5. Главньйшя теоремы о предфлахъ. Разсмотримъ теперь 
главнфйпия предложешя, на которыхъ основанъ способъ нахож- 
ден1я пред5ла перемЪнной. 

Теорема |. Сумма конечнаго числа безконечно- 
малыхъ величинъ есть безконечно-малая величина. 


Положимъ, что имЪемъ сумму: 


а, 


состоящую изъ конечнаго числа п безконечно-малыхъ положи- 
тельныхъ слагаемыхь а, В, 7,... и. По опредфлен!ю безконечно- 
малыхъ величинъ частныя значенйя а, В, 7... могуть быть вы- 
браны столь малыми, чтобы каждое изъ нихъ стало меньше я-ой 
доли нЪкоторой другой произвольно-малой величины а, Т. е. 
чтобы было 


= & = тие 
а я В рт ГР ея: ...) Ш а , 
по сложени же этихъ п неравенствъ почленно получимъ: 


а-- В -у-....-Н ип или а В-Ру-Р..... и= ев, 


т.е. данная сумма меньше произвольно-малой величины в, а по- 
тому она сама безконечно-мала. 

Если у нЪкоторыхъ членовъ данной суммы перемфнимъ 
знакъ - на знакъ —, то сумма эта уменьшится, а потому она 
подавно будеть безконечно-мала; слЪфдовательно теорема наша 
справедлива и для алгебраической суммы. 

Прим5чане. Въ этой теоремЪ мы поставили условйемъ, что 
число безконечно-малыхъ а, В, 7,..., и — конечное, ибо если 
число ихъ безконечно велико, то ихъ сумма можетъ и не быть 
безконечно-малою. Такъ, напримЪръ, если а величина конечная, 
то каждое изъ слагаемыхъ суммы 


а а а а 
г —- 2 -- =: ...- = (всего тж слагаемыхъ) 


при неограниченномъ возрастани т безконечно-малая величина, 
а 

между тЪмъ какъ ихъ сумма, равная —. т или а, есть конечная 

величина. 


Сльдстве. Разность двухъ безконечно-малыхъ величинъ 
есть величина безконечно-малая, ибо разность есть алгебраиче- 
ская сумма. 

Теорема 2. Произведен!е безконечно-малой ве- 
личины на конечную есть безконечно-малая ве- 
личина. 


а 

Пусть будетъ а безконечно-малая величина, % — число ко- 
нечное; надо доказать, что па безконечно-малая величнна. 

Если п число: цфлое, то произведен!е па можеть быть за- 
мЪнено суммою изъ я слагаемыхъ, равныхъ а; слЪдовательно па 
по теоремЪ 1 безконечно-малая величина; если же ” число дроб- 
ное, то, полагая, что и’ есть цЪлое число, непосредственно бдль- 
шее, чЪмЪ *, найдемъ, что численно будеть паи’ а; а какъ 
по только что доказанному п’а безконечно-малая величина, то 
па подавно безконечно-малая величина. 

Теорема 3. Частное отъ дЪлен1я безконечно- 
малой величины а на конечную п есть безконечно- 
малая величина. 


1 
Въ самомъ дЪлЪ, если п число конечное, то и -_ конечное, 
1 
а потому, по теоремЪ 2, а. — или —- безконечно-малая величина. 


Теорема 4. ПредЪлъ суммы конечнаго числа пе- 
ремфнныхъ равенъ сумм$ ихъ предЪловъ. 

Дъиствительно, если Ит/= а*), Пт =—=6, Иа“ ==6,..., то 
1— а=а, р— 6—8, р“ —с==у,..., ГДЗ а, В, у,... безконечно- 
малы; слЪдовательно (7+ -Р-...) — (аь+е-+...) = а В 
у-..., Т. е. численная разность между перемЪнною величиною 
(ЕР -....) и постоянною (а 64+...) можеть быть 
сдЪлана безконечно-малою; слЪдовательно 

ШЕЕ...) = а ь+с+... 

Примчане. Въ этой теорем предполагалось, что число 
перемфнныхЪъ, а слЪдовательно и число безконечио-малыхъ сла- 
гаемыхъ суммы а В+у-|... конечное, потому что при без- 
конечно-большомъ числЪ этихъ слагаемыхъ сумма а + В+ у-... 
по теоремЪ 1 можеть и не стремиться къ нулю. 

Теорема 5. ПредЪлъ разности двухъ перемЪн-. 
ныхъ равенъ разности ихъ предЪловъ. 

Дъйствительно, если Ни} = а, И} =, то 

Т=а + а, Р=6- В, гдЪ аи В безконечно-малы; 
слЪдовательно (Р—Й) — (а) = а — В, а потому Ша) 
—= а— 6 == Цир — НА. 

Теорема 6. ПредЪлъ произведен1я конечнаго 
числа перем нныхъ равенъ произведен!ю ихъ пре- 
дЖловъ. 


*) Въ этой теоремЪ, равно какъ и въ нижесльдующихъ, мы подь КЁ К, 
[“,... понимаемъ вообще нЪкоторыя функщи одной или нЪъеколькихъ независи- 
мыхъ перем$нныхъ. 


. а 


Дъйствительно, если Нш{ = а, Ний = а/, то 
1=а-а, [р =а' + В, гдЪ а и В безконечно-малы; слЪдовательно 


| — аа' = (а а) (а -{ В) — аа' = ва' - Ва -- ав, 
что по теоремЪ 1 и 2 безконечно-малая величина, а потому 
Ни = аа’ = Пр. Ншй. 


Легко распространить доказанную теорему на произвольное, 
но конечное, число перемЪнныхъ множителей. Въ самомъ дЪлЪ, 
если ПИЯ = а Шей = Пара, На о того дов 
занному: 

[п = аа’, а слЪдовательно по доказанному же: 
п}. Ё^) = аа’. а“, а потому также: 
Е оаалис тая: 


Теорема 7. ПредЪфлъ частнаго двухъ перемЪнныхЪъ 
Ги Г равенъ частному ихъ предЪловъ. 
Въ самомъ дЪлЪ, полагая Е =ы, откуда /=ий, мы по тео- 
ремЪ 6 будемъ имЪть: 
Шиу = Шиа . Ной и слЪдовательно 


г Е НЕ 

Нт = Вий › т. е. Пт - — вай * 
Примбчан!е. Теоремы 4, 5, 6 и 7 справедливы, очевидно, и 
тогда, когда нфкоторыя изъ величинъ /, [, [*,... постоянны, ибо 


всякая постоянная величина сама себЪ служитъ предЪломъ; по- 
этому при постоянномъ а и перемЪнномъ { будетъ имЪть: 
| Нта(а + /) = Шпа + Ной = а + Ищу, 
Штай = Ита . Ир = а . Шар, 
Г _ Ш _ Ш 


По --=- = , 
а Пта а 

Вт = Иа? 226 
ие , ЗЧ Е- 


Теорема 8. Если постоянная величина а заклю- 
чается между двумя перемЪфнными [и Г’, разность 
которыхъ можетъ быть сдЪлана безконечно-ма - 
лою, то а есть общ!й предЪлъ этихъ перем$н- 
ныхъ, т. е. Ни = Нар = а. 

Дъйствительно, по условю имЪемъ: —{=а, гдЪ а 6ез- 
конечно-малая величина; слЪдовательно для числа а, заклю- 
чающагося между Ги [, будетъ численно: {/--аЗ аиа— |< а, 
а потому, по 8 +4, Нп(ф =аи Шир = а. 

Теорема 9. Перемфнная величина [, заключаю - 
`щаяся между перемЪнною [ и-ея предЪломъ а, 
имфетъ тотъ же предЪльъ а, т. е. Ир = а. 
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Въ самомъ дЪлЪ, по условю имЪемъ: Шп/ = а; слЪдовательно 
7— а= а, ГДЗ а безконечно-малая величина; а такъ какъ Ё заклю- 
чается между [и а, то численно / —а< а; слЪдовательно, по 5 4, 
Ший = а. 
Такъ, напримЪръ, извЪстно, что для всякой дуги х, мень- 
шей четверти окружности, имЪемъ: 


И. ВЕ: 
откуда по раздфлен!и этихъ трехъ количествъ на $1 получимъ: 


я >> Г или вест > => 1 


$511 $10; 81125 


Съ ЕЕ 2 къ нулю 11 (5ес2).—о =1*); слЪдовательно 


перем нная величина — заключающаяся между 5есх и 1, т. е. 


т 
между зесх и его предЪломъ 1, имЪетъ тоть же предЪлъ, а по- 


тому Ш 5). 4= у 


Такъ же легко доказать, что съ приближенемъ х къ нулю 
: Иа 

—__ =—- 7 Л \ 
Шиа (из) „о 1. Дъйствительно, раздЪливъ всЪ члены нера 


венства (&) на 2х, и. 
1 = га ©0822; 


а какъ, при х=0, Шт с053х=1, то по доказанной теоремЪ 
Ша ( 


и 

Теорема 10. Если двЪ перемЪ$нныя величины ри} 
при всЪхъ своихъ изм нен1яхъ остаются равными 
между собою или же разность ихъ можетъ быть 
сдЪзлана безконечно-малою, то ихъ предзлы 
равны. 

Дъйствительно, полагая, что Ит/= а, будемъ имЪть: /— а 
= а, гдЪ а безконечно-малая величина; но такъ какъ по услов!ю 
|—!=В, гдъ В безконечно-малая величина или же равно нулю, 
то [—а=а— В, глЪ а— В безконечно-малая величина; значитъ 
Иа = ат. в Ш = МА. 

Теорема 1. Если двЪ перемЪнныя ий Био 
общ1й предЪлЪъ а, то всякая перемЪнная ]^”, заклю - 
чающаяся между ними, имЪетъ тотъ же предзлъ. 


*) Знакоположен!е Нт (8есл) „_о=1 означаетъ, что предЪлъ количества 


зесж равенъ 1, когда уголъ х стремится къ нулю. Вообще знакоположене 
№1 (1), о = означаетъ, что предЪль функши Г равенъ 6, когда перем$нная 


независимая хх стремится къ о. 


1+ 


Въ самомъ ДЪлЪ, если Ии/=а и Ши’=а, то Г а=а, 
р — а = В, гдЪа и Вбезконечно-малы; слЪдовательно { — р =а— В; 
а если Ё’ заключается между Ги |, то численно |} —Р<а— В; 
слЪъдовательно 

Пий“ = Им = Шоу = а. 

Такъ, напримЪръ, средняя ариеметическая и средняя геометри- 
ческая двухъ положительныхъ величинъ хи 5", т.е. каждая изъ ве- 
= 


‚ заключается между г и ж'*); слЪдовательно, 


ж-: 
если х их" , иМЪЮТЬ обиий ке а, тои Им те 


ЛИЧчИнНъЪ 


= И И хх7 = а. 


Теорема 12. Если двЪ перем нныя Ти Г, стремя- 
щ1яся къ своимъ предфламъ аи 6, всегда сохра- 
няютъ постоянное отношен!е с, то ихъ предЪлы 


. а 
имЪфютъ то же отношенте, т. е. если В =6 тои =. 
р 


Въ самомъ дЪлЪ, изъ условя, что й=6, слЪдуетъ, что 
Ша += = Цпе = с; по теорем же 7 имЪемъ " 
И ЕН т 
| Г ь а ы $; ; слЪдовательно =. 


Теорема 13. При постоянномъ и коне чномъ Ми 
безконечно-маломъ а, Нм № = 1. 
Положимъ сперва, что М> 1 и что а принимаеть положи- 
, 1 
тельныя значеня вида >, гдЪ п неопредфленно возрастающее 
1 
цЪлое и положительное число; тогда № = №". Возьмемъ сумму 
членовъ такой геометрической прогресеи : 
1\п 
1 2 з —1 — 
ам" М" — м® (> ев: НЕ 
РА .... ео 5 они 1 ’ 
№" —1 М" — 1 
въ ней каждый членъ первой части, начиная со 2-го, больше 1, ибо 


М> 1; слЪдовательно, замЪнивъ эти члены единицами, получимъ: 
1 


мМ—1 т- М — 1. 
п< —_——, откуда М* —1< 

№*® —1 

2 х 
а какь №" 1, то 4 "—] > 0, значить 
№—1 
==> М*—1>0, 
*) Полагая, что д > 5", получимъ : 
= Е И РР . 
а ее, ун "- ня та. = о 


Подобнымъ образомъ доказывается, что Иа” заключается между 2 и 4”. 
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1 
МЬ—1 = 
причемъ 0 есть пред. (= ка №" — 1 заключается между 


№М—1. 
перемнною Зои я предфломъ, а потому по теоремЪ 9 имъемъ: 
& 
Нм (М№" — 1) =0, или Шп(Х@“ — 1) =0, или по теоремъ 5 


Шо №Ма — 1 =0, т. е. Пи № = 1 
Положимъ теперь, что показатель а, оставаясь положитель- 
нымъ, приближается къ нулю, принимая значеня, отличныя 


1 : > 
отъ вида то тогда для всякаго значетя а можно найти таюя 


1 

двЪ дроби 5 И 5, гдЪ р числое цЪлое и положительное, чтобы 
1 1 

между ними заключалось а, т.е. чтобы было Е А’ <Я э: въ 


такомъ случаЪ при №1 будеть также 
1 


м < ма М, 


а какь при р = со количества МЕН и №» > по только что дока- 
занному имЪютъ общимъ своимъ предфломъ 1, то, по теоремЪ 11, 
Нт№а = 1. 

Если М№< 1, то 5; > 1 и сл$довательно по доказанному 
имЪемъ: 


. 


т. 1 

На (| м =1 или, по теорем 7, Ч 1 

откуда опять слфдуетъ, что На №4 = 1. ` 
Наконецъ, если показатель а величина отрицательная, напри- 

г 1 ММ 1 1 
м$5ръ, а = —рВ,то № = —_; атакъ какъ Ши =——— == =1, то 
рЪ, В МВ ° МВ  Ивмв 1 - 
Пт №а = 


Теорема 14. ПредЪльъ степени постояннаго коли- 
чества съ перемфннымъ показателемъ равенъ сте- 
пени даннаго количества, показатель которой есть 
предЪлъ даннаго показателя, т. е. если № — постоянное 
количество, х — перемЪнное, имфющее предЪлъ а, то ит № = №. 

Дъйствительно, по условю имфемъ: х=а-а, гдЪ а без- 
конечно-малая величина; слЪдовательно 

№ = № +а= Ма. Ма, значить 
Вт № = Им №а. Ит № = Ма. Ит № = №, ибо Пт № а =1 по 
теоремЪ 13. 

Теорема 15. ПредЪлъ степени перемЪннаго осно- 
ван1я х при постоянномъ показателЪ т равенъ 
той же степени предЪла даннаго основан1я, т. е. 
если Нил = а, то Ийтх” = а”. 
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ЗдЪеь надо разсматривать 4 случая: 


1) Показатель т есть цФлое и положительное число. Въ 


этомъ случаЪ 
=. х.х..., всего: м». множителей; 


слЪдовательно, по теоремЪ 10, Им (5.5.5...) =а.а.а..., Т. е. 


Нл” = а”. ' 
1 
2) Показатель т есть дробь вида = ГД я число цЪлое 
{ я 


положительное, а слЪдовательно м” = Их. 
По условю имЪемъ: 


1” 
[2 = а или, что то же, ша („”) =а;: 


а какъ по предыдущему случаю (1) 
1 


п 


1% 


я тж 
Ни (2* рее ) ‚ ти (паа” —= а, откуда 
1 з 
1 


Шип” = а”, т. е. №” = а" и при т= =. 


8) Показатель т — положительное соизмЪримое число вида Е 


и 


, 


гдъ ри 4 числа цФлыя и положительныя; тогда по 1-му случаю: 


11152 = а?, 


а слЪдовательно по 2-му случаю: 


1 1 р р 
(22) 9 = (аР)ч или №21 =а 1, т. е. Нах” = а” и при т т 


4) Показатель т — соизмФримое отрицательное число, на- 
примЪръ, т = — п, гдЪ, слЪдовательно, * положительное соизмЪ- 


римое число; тогда 
Па еб Е а 
т 


т.е. пл” = а” и при отрицательномъ показатель т. 


Теорема 16. ПредЪлъ логариема перемЪнной ра- 
венъ логариему пред$ла этой перем$нной, т. е. 


та (122) = 15'(112): 


Положимъ, что 15 =у при основаши а; тогда а’ = х, слЪдо- 


вательно 
Нтау = [01%, или, по теоремЪ 14, ау = Шпх, откуда 
Пу = 12(Н11х), т. е. Шп2ж) = 12(№10). 


Теорема 17. ПредЪълъ степени перемЪннаго осно- 
ван1я при перемвнномъ показателЪ получимъ, 
замЪфнивъ основан1е и показателя степени ихъ 


пред Ълами, т. е. Имху = а”, если Нм х = а, Пту =. 


Въ самомъ дЪлЪ, |221“ = у|ех, слЪдовательно 
м (12').= На (152) = Им у. Им (155) = т. Ит (152); 


а какъ, по теоремЪ 16, Шт (122) == 1 (та), Из (19) = 19 (Итх) =1еа, 
то предыдущее равенство можетъ быть написано такъ: 


12 (11151) = т 15 (112) =т а =1еа”, откуда слЪдуетъ, что 
Ну = а”. 


Теорема 18. ПредЪлъ радикала получимъ, замЪ- 
нивъ подкоренное количество и показателя корня 
ихъ предЪфлами, ибо радикалъ можетъ быть преобразованъ 
въ степень. 

$ 6. ПредЬлъ сложной функщи. Въ элементарной алгебръ 
разсматриваются выраженя, въ составъ которыхъ могутъь входить 
суммы, разности, произведеня, частныя, степени и корни, а также 
логариемы; но мы въ $ 4 видЪли, что мы получимъ предфлъ 
каждаго изъ этихъь выражен, если входяцйя въ нихъ пере- 
мфнныя замфнимъ ихъ предфлами; отсюда заключаемъ, что пре- 
дЪлъ всякой функци нЪеколькихъ перемЪънныхъ равенъ такой 
же функщи отъ предЪловъ этихъ перемфнныхЪ, т. е. предълъ 
данной функщи составляется изъ предЪловъ перемфнныхъ такимъ 
же образомъ, какъ данная функщЯя составлена изъ перемфнныхъ ; 
слЪдовательно 

Дея, 2...) —- пабе) 
гдЪ а, 6, с,... предЪлы соотвЪтетвенныхъ перемЪнныхъ х, у, 2,...- 
Сльдстве. Если имЪемъ равенство 


Г(ж, у, 2,.. д) = Ех, у, 2,..-), 


ГДЪ х, у, 2,... перемЪнныя величины, коихъ предЪлы соотвЪт- 
ственно суть а, 6, с,..., то на основании теоремы 6 должно быть 
также: 


На, у, 2,...) = Мп Еж, у, 2,...) или Ка, 6, с,... д =Е(а, В, с,...); 


это значитъ, что если между перемЪнными существуеть нЪкото- 
рая зависимость, выраженная уравнешемъ, то и между ихъ пре- 
дфлами существуетъь та же зависимость. 

$ 7. Примьнене теорм предБловъ къ нькоторымъ геометри- 
ческимъ вопросамъ. 

а) Нъ кругу. 

Согласно съ опредЪлешемъ кривой лиши никакая часть ея 
не можеть быть совмфщена съ прямою, а потому длина окруж- 
ности круга или ея дуги не можеть быть измЪрена линейною 


единицею непосредственнымъ наложеншемъ. Поэтому приходится 
2 


установить, что надо понимать подъ длиною окружности круга, 
т. е. дать этому понятю опредфлен!е. Для этого докажемъ 
предварительно слЗдующую теорему. 

Теорема 1. Периметры правильныхъ многоуголь- 
никовъ, описанныхъ около круга и вписанныхъ 
въ него, стремятся къ общему предзлу, когда 
число ихъ сторонъ неограниченно увеличивается. 

Доказательство. Пусть будутъ Ри р периметры двухъ одно- 
именныхъ правильныхъ многоугольниковъ, изъ коихъ первый опи- 
‚анъ около круга радтуса х, а другой въ него 
вписанъ и обозначимъ аповему ОС вписан- 
наго многоугольника чрезъ а (черт. 3); тогда 
: = : ‚ откуда, по извЪетному свойству 
пропорщи, 

РЕ 


Р и слЪдовательно 


2 


(1).... РЕр= = (—а). 


При неограниченномъ удваивани числа 

сторонъ обоихъ многоугольниковъ разность х— а между ращу- 

сомъ даннаго круга и аповемою вписаннаго многоугольника стре- 
7: КАИ - А В 

мится къ нулю, ибо АО—Об< АЦ, т.е. г-а<--, и сторона 


75 
АВ можеть быть сдЪлана произвольно малою ; а какъ = величина 


‘конечная, то правая часть равенства (1), а значитъ и лЪвая Р—р, 
стремится къ нулю, откуда заключаемъ, что Ри р стремятся къ 
общему предЪлу ($ 4, теорема 10). Этотъ предЪлъ принимается 
за длину окружности круга. 

ОпредБлене. Длиною окружности круга называется предЪлъ, 
къ которому стремится периметръ правильнаго вписаннаго или 
описаннаго многоугольника, когда число его сторонъ неограни- 
ченно увеличивается. 

Теорема 2. Окружности круговъ относятся между 
собою, какъ ихъ радтусы. 

Доказательство. Опишемъ около двухъ круговъ по правиль- 
ному многоугольнику одинаковаго числа сторонъ и пусть будутъ 


Ри Р' ихь периметры, С и С’ — окружности данныхъ круговъ 
гих’ ихь радусы:; тогда имфемъ пропорщю 

т г < 

р! = г: ? р 


справедливую при всякомЪъ чиеслЪ сторонъ данныхъ одноимен- 
ныхъ многоугольниковъ ; слЪдовательно, удваивая послЪдова- 
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тельно число сторонъ каждаго, мы можемъ разсматривать Ри Р* 
какъ перем®нныя величины, отношене которыхъ есть постоян- 


ная величина С, а потому по $ 4 теоремы 12 отношеше ихъ 


С 
предфловъ также равно = т, е. 


Теорема 3. Площадь круга есть общ!й предЪлъ, 
къ которому стремятся площади правильныхъ опи- 
санныхъ или вписанныхЪ многоугольниковъ, когда 
число ихъ сторонъ неограниченно увеличивается. 

Доказательство. Обозначимъ чрезъь М и М‘ площади двухъ 
правильныхъ одноименныхъ многоугольниковъ, изъ коихъ первый 
описан около круга радуса »х, а второй въ него вписанъ, чрезъ 
Ри РР’ ихъь периметры, чрезъ а аповему вписаннаго многоуголь- 
ника, тогда 

М 72 М— М’ 72— а? 


м’ = в» Откуда у = — в; слфдовательно 


(2)... ММ = М9 (а), 


При неограниченномъ удваиванш числа сторонъ данныхъ 
многоугольниковъ разность ’—а стремится къ нулю, множитель 
М“ (г а) х . 

е——» величина конечная; слЪФдовательно вторая часть ра- 
венства (2), а значитъ и первая М—-М* можетъ быть сдфлана без- 
конечно-малою; а какъ площадь 5 круга есть постоянная вели- 
чина и всегда заключается между Ми М', т.е. М> 5> М', то 
каждая изъ разностей М—5 и 5— М’ подавно можеть быть едЪ- 
лана безконечно малою, а потому по данному въ $ 4 опредЪ- 
лено предЪла заключаемъ, что | 

8 = Ши М = т М.. 
Теорема 4. Площадь круга равняется произве- 
ден!ю длины его окружности на рад1усъ. 
Доказательство. Если Р есть периметръ правильнаго много- 
угольника, описаннаго около круга радтуса т, то его площадь 


р. 
есть -5°; слЪдовательно площадь 5 круга по теорем 3 есть 
Иа т . г а би 
о 9 ие а ШиР = 5. С=5. эле а. 
гдЪ С — окружность круга. 
Ь) Нъ цилиндру. 
Такъ какъ никакая часть кривой поверхности не можетъ 


совмЪщаться съ плоскостью, то величина поверхности какого- 
2* 
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либо изъ круглыхъ тЪлъ (цилиндра, конуса, шара и прочее) не 
можеть быть непосредственно измфрена квадратною единицею. 
Поэтому приходится установить, чтб слЪдуетъ понимать подъ 
боковою поверхностью цилиндра или конуса, подъ поверхностью 
шара и прочее, т. е. надо дать этимъ поняйямъ опредЪле- 
н!я. Мы ихъ приведемъ ниже въ надлежащемъ мЪетЪ. 

Теорёма 5. Боковыя поверхности правильныхъ 
призмъ, описанныхъ около цилиндра и вписан- 
ныхъ въ него, стремятся къ общему предЪлу, когда 
число боковыхъ ихъ граней неограниченно уве- 
личивается. 

Доказательство. Пусть будуть Ри Р’ периметры основа! 
двухъ одноименныхъ правильныхъ призмъ, изъ коихъ первая опи- 
сана около цилиндра, а вторая въ него вписана, # — общая ихъ вы- 
сота, Ки К’ ихъ боковыя поверхности; тогда К = Рй, К’ = Р”.й, 
откуда 

(3).... К— К’ =(Р— Р^/. 


Такъ какъь й величина конечная, разность же Р— Р’ при 
неограниченномъ увеличени числа сторонъ основан призмъ 
стремится къ нулю (теорема 1), то и разность К—К* стремится 
къ нулю; значить Ки А’ имЪютъь общий предЪлъ ($ 4, теорема 10). 
Этоть общйй предЪлъ принимается за величину боковой поверх- 
ности цилиндра. 

ОпредБлене. За величину боковой поверхности цилиндра 
принимается предЪлъ, къ которому стремится боковая поверхность 
правильной описанной около него или вписанной въ него призмы, 
когда число ея боковыхъ граней неограниченно увеличивается. 

Теорема 6. Боковая поверхность цилиндра рав- 
няется произведен!ю окружности его основан!я 
на высоту. 

Доказательство. Если Р есть периметръ основашя правиль- 
ной призмы, описанной около цилиндра, # — ея высота, то бо- 
ковая ея поверхность равна Р.Л, а потому боковая поверхность 
цилиндра по теоремЪ 5 есть 


= НКР ЛА; МЕРЕ С==Элй; 
гдЪ О — окружность основашя цилиндра, * — ея радусъ. 
Теорема 7. Объемъ цилиндра есть общий пре- 
дЪъль объемовъ описанныхъ около него или впи- 
санныхъ въ него правильныхъ призмъ, когда число 


боковыхъ граней призмъ неограниченно увеличи- 
вается. 
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Доказательство. Пусть будуть М и М’ площади основан 
двухъ одноименныхъ правильныхъ призмъ, изъ которыхъ первая 
описана около цилиндра, а вторая въ него вписана, # — общая 
ихь высота, Ми И” ихь объемы; тогда "= М.й, И” = М\, 
откуда 

(4).... И— И" =(М— МА. 

Такъ какъ здЪсь № конечная величина, а разность М — № 
при неограниченномъ увеличен! числа боковыхъ граней призмъ 
стремится къ нулю (теорема 3), то и разность И” — И” стремится 
къ нулю; а какъ объемъ Т цилиндра постоянная величина и 
всегда заключается между объемами Ми И”, т.е. ИУ И”, 
то каждая изъ разностей И’ — Ти У— И” можетъ быть сдЪлана 
безконечно-малою, откуда на основаши опредЪленя предЪла ($ 4) 
заключаемъ, что 

`Т=Но ЯИ= п И”. * 

Теорема 8. Объемъ цилиндра равняется произ- 
веден1ю площади его основан{я на высоту. 

Доказательство. Опишемъ около цилиндра правильную призму 
и обозначимъ площадь ея основан1я черезъ М, а высоту чрезъй, 
тогда ея объемъ будеть М.й; слЪдовательно, при неограничен- 
номъ увеличен числа ея боковыхъ граней мы по теоремЪ 7 
будемъ имЪть: 

объемъ цилиндра = Шт (М .1) =1. Па М =. ли? = лу, 

ГД х ращуеъ основаня цилиндра. 


с) Нъ конусу. 


Теорема 9. Боковыя поверхности правильныхъ 
пирамидъ, описанныхъ около конуса и вписан- 
ныхъ въ него, стремятся къ общему предЪлу, когда 
число ихъ боковыхъ граней неограниченно уве- 
личивается. 

Доказательство. Пусть будуть Ри Р’ периметры основан 
двухъ одноименныхъ правильныхъь пирамидъ, изъ коихъ первая 
описана около конуса, а вторая въ него вписана, причемъ сто- 
роны обоихъ основан попарно паралелльны, Ги # ихъ аповемы, 


К и К' ихь боковыя поверхности ; тогда К = в К = - ИО 
откуда. К — К’ = -Р. 1-—Р’.Й или же 


Й 1 О и 1 Й 1 Й ГАЗ 
(5) се У ЗИЕЕВАЙ —= = (Р.--Р'И- Р-Р] = г КР Р)- = Р (1—1), 
ибо Р1—Р1= 0. 
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Такъ какъ при неограниченномъ увеличенш числа боко- 
выхъ граней обфихъ пирамидъ каждая изъ разностей Р-Р’ и 
[Г стремится къ нулю (первая на основанйи теоремы 1, вторая 
потому, что разность [-—Ё меньше разности между радусомъ 
основанйя цилиндра и аповемою основанйя вписанной пирамиды), 
то вторая часть равенства (5), а значить и первая К—К* стре- 
мится къ нулю, а потому Ки К’ имЪють обийй предълъ ($5, 
теорема 10). Этоть предфлъ принимается за величину боковой 
поверхности конуса. 

Опредфлене. За величину боковой поверхности конуса при- 
нимается предфлъ къ которому стремится боковая поверхность 
правильной пирамиды, описанной около конуса или вписанной 
въ него, когда число ея боковыхъ граней неограниченно увели- 
чивается. 

Теорема 10. Объемъ конуса есть общ!й предъль 
объемовъ описанныхъ около него и вписанныхъ 
въ него правильныхъ пирамидъ, когда число ихъ 
боковыхъ граней неограниченно увеличивается. 

Доказательство этой теоремы, равно какъ и теоремъ, отно- 
сящихся къ вычисленю боковой поверхности и объема конуса, 
вполнЪ аналогичны съ доказательствами теоремъ 6, 7 и 8, отно- 
сящихся къ цилиндру, а потому мы ихъ не приводимъ. 


4) Въ шару. 

Прежде чЪмъ приступить къ опредфленюо поверхности и 
объема шара докажемъ слфдуюция два предложешя. 

Предложене |. Боковая поверхность 
каждаго изъ тЪлъ: конуса, ус ченнаго 
конуса и цилиндра равняется произве- 
ден1ю высоты этого тЪла на окружность 
круга, рад1усъ которой есть перпенди- 
куляръ, возстановленный къ произво- 
дящей тзла въ ея серединз до точки 
его встрЪчи съ осью вращен1я. 

Доказательство. Положимъ для перваго слу- 
чая, что имфемъ конусъ, происходящий отъ вращешя прямоуголь- 
наго Л-ка АВС около оси РФ, совмщенной съ катетомъ АС (чер- 
тежъ 4); тогда его боковая поверхность 5 есть 

(6).... Эм. ВО.АВ. 

Проведя изъ средины № производящей АВ перпендикуляръ 
МО до встрфчи его съ осью мы изъ подомя Л-ковь АВСи АМО 
получимъ : 


: Черт. 4. 
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ВС _ М0 мо с 
= = ткуда ВО. АВ=2МО. АС, 
У р В 


а потому равенство (6) можно написать такъ: 
б=2л.МО.АС, 

гдЪ 2л. МО есть окружность круга ратуса МО. 
Положимъ для второго случая, что имфемъ усЪченный ко- 

нусъ, происшедпий отъ вращен!я прямоугольной трапеци АВС 

около оси РО, совмЪщенной со стороною СБ трапеция (чер- 

тежъ 5); тогда, опустивъь изъ средины М производящей АВ на 

РО перпендикуляръ ЕМ, мы для боковой по- 

верхности 5 усЪченнаго конуса будемъ имЪть: 

9=20л. МЕ. АВ; 
проведя затЪмъ АЕ | ВС и МО | АВ, мы изъ 


подобя Л-овь АВЕ и МОЕ получимъ: 
ВОНИ: ВАЕГО 
АЕ МЕТ ср = МЕ, 


откуда МЕ. АВ = МО. СФ, а потому 
9—=9л. МО.00. 


Черт. 5. 


Наконецъ, боковая поверхность 5 цилиндра, 
происшедшаго оть вращенля прямоугольника 
АВОШ около стороны СО (чертежъ 6), есть 

9=—=2л..В0..АВ—=2л. МО, 
гдЪ МО перпендикуляръ къ производящей АВ въ 
ея срединЪ М. 

Предложене ПИ. При вращен1и тре- 
угольника около оси, лежащей съ 
нимъ въ той же плоскости и проходя- 
щей чрезъ его вершину, но не пере- 
сЪкающей противолежащей стороны, 
происходить тЪло, объемъ котораго 
равенъ поверхности, описываемой 
этою стороною треугольника, умно- 
женной на треть высоты треуголь- 
ника, проведенной, къ той же сто- Черт. 7. 
рон изъ противолежащей вершины. 

Доказательство. Положимъ для перваго случая, что ось вра- 
щешя № проходить чрезъ вершину С Л-ка АВС и совпадаеть 
со стороною СА (чертежь 7). Полагая, что Ср = есть высота 
треугольника, и опустивъ изъ В на ось ММУ перпендикуляръ БЕ, 
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мы для объема Т тБла, произведеннаго вращешемъ Л-ка АВС 
около оси ММ, получимь: 
1 


У=-- м. ВЕ. АЕ ул. ВЕ". ЕС = + п.В®. АС; 


У 1 < 1 
а какъ площадь Л\-ка АБС равна какъ ->-АС.ВЕ, такъ и->- АВ.СР, 
то ВЕ. АС = АБ. СЮ, а потому 


У=л. ВЕ.АВ“Р — (пов. АВ. 3, 


гдЪ знакоположене пов. АВ означаетъь поверхность, описывае- 
мую стороною АВ при ея вращен!и около оси ММ. 

Если ось ММ, проходя чрезъ вершину С, не 
совпадаетъ со стороною СА и не паралелльна осно- 
ваню АВ (чертежь 8), то, продолживъь ВА до пе- 
ресъчешя съ осью въ Ё и приведя СО | АВ, мы 
на основан предыдущаго случая будемъ имЪть: 


= а и у. 
Объемъ, описываемый Д-комъ ЕВС,= (пов. ВЕ) >, 
т й 
г : =: ЕАС, = (пов. ВА). -. 


слЪдовательно объемъ, описываемый /Л-омъЪ 
АВС, = (пов. АВ). 


Наконецъ, если ось ММ проходитъ чрезъ вер- 
шину С паралелльно основаню АВ (чертежъь 9), то 
объемъ, описываемый Л-омъ АВС, равенъ объему 
цилиндра, описываемаго прямоугольникомъ АВЕЕ, 
безъь суммы объемовъ двухъ конусовъ, производя- 
ия которыхъ суть СА и СБ; слЪдовательно, если 

Черт. 9. Ср.= р есть высота даннаго треугольника, то иско- 
мый объемъ есть: 
у т 1 о У 1 2) т 
|7 —л. ВР 2. ЕЁ — — л.АЕ?. Ч че ВЕ?: СЕ $ 
а какь ВЕ = АЕ = С) = 1, то 
Е ы 1 т 1 
т=л.ВИХЕЕ —- ОЕ — ОР) =л.ВЕЖЕЕ.-- ЕР) = 


— 2 п. ВЕ. ЕР-2л.ВЕ.ЕЕ. "И = эл. ВР.ЕК. С 


(й 
у. > 
› 


гдЪ 2л.ВЕ.ЕЕ выражаеть поверхность, описываемую стороною 
АВ около оси ММ, т. е. 


У = (пов. АВ).- 

Перейдемъ теперь къ опредфленю поверхности и объема шара. 
Теорема И. Если около полуокружности опи- 
шемъ и въ нее впишемъ половины правильныхъ 


й 
З 


многоугольниковъ одинаковаго числа сторонъ, то 
описываемыя ими поверхности при ихъ вращен!и 
около д1аметра данной полуокружности стремятся 
къ общему предЪлу, когда число ихъ сторонъ не- 
ограниченно увеличивается. 

Доазательство. Пусть будеть АБС... ЧН половина правиль- 
наго многоугольника, описаннаго около полуокружности радтуса 
ОГ, = т (чертежь 10). При вращеви обЪихъ этихъ фигуръ около 
даметра АН, полуокружность опишетъ по- 
верхность шара, а многоугольникъ -—- по- 
верхность, состоящую изъ боковыхъ’поверх- 
ностей двухъ конусовъ (производяция АВ 
и СН), боковыхъ поверхностей четнаго 
числа усЪченныхъ конусовъ (каковы, на- 
примЪръ, описываемыя сторонами ВС и СР) 
и, въ частномъ случаЪ, изъ боковой по- 
верхности цилиндра, если, какъ на нашемъ 
чертежЪ, сторона РЕ паралелльна оси АН. 
Если поэтому изъ вершинъ многоугольника 
опуетимъ на ось перпендикуляры ВР, СО, 
РЁ ..., то на основанйи вышеприведеннаго 
предложешя Г для поверхности 5, описы- 
заемой многоугольникомъ АВС... СН, бу- 


Черт. 10 


демъ имЪть: 
ЕЯ, 5—9л".АР-2л”.РО-- ль. ОЕ-...-Г ле. УН=элт.АН. 

Совершенно такимъ же образомъ мы получимъ поверхность 
5’, производимую вращешемъ вписаннаго въ полукругъ много- 
угольника: стоитъ только радусъ х даннаго полукруга, онъ же и 
аповема описаннаго многоугольника, замфнить аповемою а впи- 
саннаго, а отрЪзокь АН оси — ДЖаметромъ ММ№, тогда 

(8): 8 = 22а. М№ 

Изъ равенствъ (7) и (8) получимъ: 

Я — 5 =2л('г.АН— а.ММ) =2(г. АН— а. ММ-Ё к. ММ-- 
—. ММ) =2л (АН — ММ) 2л. ММг — а). 

При неограниченномъ увеличении числа сторонъ вращаю- 
щихся многоугольниковъ каждая изъ разностей АН — ММ и’— а 
стремится къ нулю, множители же 2лг и 2л. ММ — величины ко- 
нечныя ; слЪдовательно и разность 9—^’ стремится къ нулю, от- 
куда по теоремЪ 10 $ 5 заключаемъ, что би 5’ имЪють общий 
предълъ. Этоть пред$ль принимается за величину поверхно- 
сти шара. 
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ОпредБлене. За величину поверхности шара, происходящаго 
оть вращеня полуокружности около д1аметра, принимается пре- 
дълъ, кь которому стремится поверхность, происходящая при 
вращении половины правильнаго многоугольника, описаннаго 
около той же окружности или вписаннаго въ нее, когда число 
его сторонъ неограниченно увеличивается: 

Теорема 12. Поверхность шара равняется произ- 
веден1ю окружности большого круга его на д1а- 
метръ. 

Доказательство. Около полуокружности радтуса г опишемъ по- 
ловину правильнаго многоугольника АБО... 
СН (чертежъ 10). При его вращении во- 
кругъь д1аметра М опишется поверхность, 
величина которой по теоремЪ 11 есть 2лу. 
АН; предЪлъ этой поверхности есть то, что 
мы считаемъ поверхностью шара, описы- 
ваемаго данною полуокружностью; елЪдо- 
вательно поверхность 5 шара есть: 

5 = Нт(2л». АН) = 2лг. НтАН = 

== 2. ММ = Элт. ЗЕ ==: 

Теорема 13. Если около полу- 
круга рад1уса г опишемъ и въ 
него впишемъ половины правиль- 
ныхЪ многоугольниковъ одина- 
коваго числа сторонъ, то объемъ 
шара, описываемаго полукругомъ 
при его вращен!1и вокругъ д1аметра, есть общий 
предЪлъ объемовъ тЪлъ, описываемыхъ обоими мно- 
гоугольниками при вращен1и ихъ вокругъ того же 


Черт. 11. 


д1аметра. 

Доказательство. Пусть будуть АВС...СНи А'В’С'’...СН’ 
(чертежъ 11) половины правильныхъ одноименныхъ многоуголь- 
никовъ, изъ коихъ первый описанъ около полукруга, а второй въ 
него вписанъ. При вращен!и этихъ трехъ фигуръ вокругъ оси 
АН полукругь опишетъ шаръ, а многоугольники опишутъ тЪла, 
объемы которыхъ обозначимъ соотвЪтетвенно чрезь Ми И”. 
Каждый изъ этихъ объемовъ есть сумма объемовъ тЪлъ, проис- 
ходящихъ оть вращенй треугольниковъ, на которые многоуголь- 
ники разбиваются прямыми, соединяющими ихъ вершины съ цент- 
ромъ; слЪдовательно, обозначивъь радусъ даннаго полукруга 
чрезъ »”, аповему вписаннаго многоугольника чрезъ а и примЪняя 
вышеприведенное предложене П, будемъ имЪть: 
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№ = (пов. АВ) -„_ | (пов. ВО).-5---...{ (пов.@Н) 5 = 
== (пов. АВО...@Н).--, 
о В ии _@ у, ЖЕ: 
И" — (пов. А*В*) | (пов. В’). З --...-- аюв. @”Н"). в = 
РОВ ВИО, ЕН $ ы 


и потому 


”— И" == (пов.АВО...С@Н). 3 --- (пов. Е, ОЕ) 3 =8.5 — 8". д, 
гДЪ принимается пов. АВО...@Н =з, пов. А’В’О’... @"Н' =з'; 
придавъ же кь правой части послЪдняго равенства разность 


8. — 8.3, равную нулю, получимъ: 


®_— А о Ро И мя ИЕ (в— 8). 

Такъ какъ каждая изъ разностей ’— аи 8—' при неогра- 
ниченномъ увеличени числа сторонъ многоугольниковъ стре- 
мится къ нулю (теоремы 1 и 11), то и разность И’ — И” стремится 
къ нулю; а такъ какъ объемъ У шара количество постоянное и 
всегда заключается между Ми И”, то на осповаши теоремы 8 
8 5 объемъ УТ есть обиий предЪлъ объемовъ И и И”, т. е. 

У = Пи И = Нш И”. 

Теорема 4. Объемъ шара равняется поверхности 
его, умноженной на треть рад! уса. 

Доказательство. Сохраняя обозначеня, принятыя нами въ 
предыдущей теоремЪ, имЪемъ: 


объемъ шара У = Ша И’ = Ши (пов. АВС...@Н). = ; 


а какъ Шо (пов. АВС...С@Н) есть то, что мы принимаемъ за по- 
верхность шара, то 
в 4 
З 


объемъ шара У — (пов. шара). = =4л7?.-;- = ли 


При рьшени нЪкоторыхъ математическихъь вопросовъ трудно, 
часто и невозможно, непосредственно найти зависимость между 
данными величинами а, 6, с,... и искомою т; тогда подобный 
вопросъ разрЪшается косвеннымъ путемъ, если величины а, 6, с,... 
и т могутъ быть разсматриваемы, какз» предЪлы нЪкоторыхъ пе- 
ремЪнныхЪ х, 1, 2,...иИ%, и если зависимость между послЪдними 
извЪстна и выражается нфкоторымъ уравнешемъ 

® = Их, у, 2,...); 
тогда на основани вышеизложеннаго такая же зависимость 
должна существовать между данными а, 6, с,...и искомою т, т. е. 


должно быть 
я—аб с... 
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Такой премъ рьшеня математическаго вопроса называется 
способомъ предЪловъ. 

Примбръ. Требуется опредзлить объемъ т усЪченнаго ко- 
нуса по площадямъ а и В его основашй и по высотЪ #. 

Рьшене. Зная, что объемъ т усЪченнаго конуса и площади 
аи 6 его основанй суть предфлы объема г и площадей х иу 
основав!Й правильной усЪченной пирамиды, вписанной въ данный 
усЪченный конусъ, и что 


= (#-Ру-+ Уж), 


‚будемъ имЪть: г\ 
- мор — р. — 
Шо = Ш ЕЕ Иху) = >. „Шт(2-Р у РУ ху), т.е. 
й и в й а буо р 
т (ао У ав) = = (лЕ-- л-- мВ") = 23 (В? НЕ»), 


гдЪ В и г радусы основан усЪченнаго конуса. 

$ 8. 0 неопредБленныхъ выраженяхъ. При опредълеви пре- 
дфловъ перемфнныхъь мы иногда наталкиваемся на выраженя, 
кажупияся на первый взглядъ лишенными математическаго 


смысла: таковы, напримЪръ, выраженя, принимаюция въ предЪлЪ 
Е 9 © 
одинъ изъ ВидовЪ о, 
таты называются неопредЪ ленностями; ихъ истинныя зна- 
чешя вообще раскрываются послЪ предварительныхъ, болЪе или 
менфе удачныхъ, преобразован и надлежащихъ сокращешй и 


послЪдующаго перехода къ предФламъ. Приведемъ примЪры. 


‚ © —с0, <о.0 и друмя. Таще резуль- 


в А-а РФ 2—4 _ (242) (в—2?) _=-2. 
Примбръ 1. Им (5=)_— с; НО в = ты Е ВИ: 
._ 22—4 1. ®-2 4 
слЪдовательно (2 а — Ш —3 Е 
: 8шх О ___ Ва 
Примьръ 2. по т = 5; НО =. а потому 
Шт (“-) == (080): А 
ож #=п &2—т 
Примръ 3. Пт [1— 512) _ — и но1 — зшх =1--с08( — | — 
л—2ж #—== 0 2 


п ен 
зш [*- — 5 
ЖЕ л 2 4 2 
слфдовательно 5» = 5 [+ —-5 }. ЗЫ. 


ИН Е 2 

а какъ Ппзт = :) ===0, К. 
4 2 Е — д ИЯ 
о 


(см. примЪръ въ теоремЪ 9 $ 5), то 
1 


50 (7812) „=-.0.1=0 
Но (55). 1 2 
Примьръ 4. Ш [1:1 8:45 
ы 1—2? 28-41 = —1 г Е 
И 8-1 *— 1. сльдовательно 


НО аа ма пай 


: и НЕеЗИ ке 2—ж-!1 В 
Ще 8 ры № ее 


Примьръ 5. Ш” УЕ =; но данное выражеше мо- 
ы #=°оо 


жеть быть преобразовано въ выражене 3 ИЕ 5, что при 
„быть преобр рае 3 УЗЫ т, чт пр 


У5 


2 = © даеть —>-. 


: 2 зесж - 1 о 
ПримЬръ 6. Им К 4 
2 
- и 
вес =} 
Нет 6082 ыы ; слЪдовательно 
92—33 М 3 — 9 — 36082 


с052 


Ша Я к = т ( ое о Я 
ЕЯ ==-—5 


422 — 3 5114: — 36084 
Е 1 6 - 
Примёръ я. Им (= В | —=<оо—©<о; Но приведя дан- 
ныя дроби къ общему наименьшему знаменателю и сокративъ 
получаемую дробь на х—4, получимъ: 


ме Е 6 Е = ВИЙ, ен 1 
4 9 еее’ Чо Приз дать в. 


Примбръ 8. Пт[&(л — 2). с0452х],_„=0.00; 


но 18(т— 2) = — 18», сое = = = ее; слфдовательно 
Но ( — 2). сое], „== Ша [— 402.171] 
[4 ы 8 с = 5 > РАК: ай 


= 


} 1—4? 
= Нм | а 


ПЕ. Несоизм$римыя чиела. 


$ 9. Несоизмьримыя числа, разсматриваемыя какъ предБлы. 
Величина, которая можеть быть выражена опредЪленною сово- 
купностью равныхъ и однородныхъ съ нею единицъ или равныхЪ 
долей единицы, называется величиною соизм Ъ римою съ 
единицею или просто соизмфримою. 

Такъ число 8 соизмФримо съ единицею, ибо оно выражаетъ 


5 
совокупность трехъ отвлеченныхъ единицъ ; дробь 7. соизмЪърима 
* 


съ числомъ 1, ибо она выражаеть совокупность пяти такихъ рав- 
ныхЪъ долей, какихъ единица содержитъ семь, такъ что одна такая 
доля можеть служить единицею мЪры данной дроби. Вообще, 
двЪ однородныя величины, имфюиця общую м3Зру, т. е. величины, 
для которыхъ можно выбрать нЪкоторую единицу мЪры, заклю- 
чающуюся въ каждой изъ нихъ по цълому числу разъ, назы- 
ваются соизмЪримыми между собою. 

Величина, которая не можетъ быть выражена опредфленною 
совокупностью равныхъ и однородныхъ съ нею единицъ или рав- 
ныхъ долей единицы, называется величиною несоизмЪ - 
римою съ единицею или просто несоизм Ъримою. Такъ, 
напримЪръ, квадратный корень изъ неполнаго квадрата, есть 
число несоизмфримое, потому что такой корень, какъ извЪетно 
изъ предшествующаго`курса алгебры, не можетъ быть выраженъ 
точнымъ образомъ ни цзлымЪъ числомъ, ни обыкновенною дробью, 
ни даже перюдическою десятичною, т. е. никакою опредъленною 
совокупностью равныхъ долей единицы. Вообще, двЪ однородныя 
величины называются несоизмЪримыми между собою, 
если онЪф не имфютъ общей м$ры, которая заключалась бы въ 
каждой изъ нихъ по цъфлому числу разъ, какою бы малою мы 
ни выбрали эту единицу мфры; таковы, напримфръ, дагональ 
квадрата и его сторона, какъ это извЪстно изъ геометри. 

Для получешя отношевя двухъ соизмримыхъ величинъ 
надо только каждую изъ нихъ измЪрить выбранною общею и одно- 
родною съ ними единицею, т. е. опредЪлить число содержашя 
этой единицы мЪры въ каждой изъ нихъ, и получаемыя числа 
раздЪълить одно на другое. НапримЪръ, если однородныя вели- 
чины А и В имЪють общую мЪру #, содержающуюся въ А цЪлое 
число т разъ, а вь В — цБлое чиело ® разъ, то 


и” . 
А=йт, В —=&п, откуда отношее = =-— =—. 


. эп 
Найденное отношене —_ есть число точное, соизмфримое съ 


1 
единицей, ибо оно составлено изъ Ра доли единицы, взятой сла- 


гаемымъ т разъ. 

Если же двЪ однородныя величины А и В несоизмЖримы 
между собою, то ихъ отношене не можетъ быть найдено точнымъ 
образомъ, потому что мы ихъ не можемъ измЪфрить никакою об- 


; *.А 
щею единицею мЪры; слЪдовательно ИХЪ отношен!е° также не- 


соизмЪримое число; но всегда возможно найти приближен- 
ное ихъ отношенше, притомъ съ желаемою степенью точности, 
т. е. можно найти такое соизмЪримое число, которое отличалось 


А 
В на произвольно малое число. 


Дъиствительно, раздЪлимЪъ В (т. е. послЪдующий членъ иско- 
маго отношеня) на * равныхъ частей и пусть будетъ # одна изъ 
нихЪ; тогда В =#п, а вслЪдетве несоизмЪримости А и В, вели- 
чина А будеть содержаться въ А нЪкоторое цЪлое число т разъ, 
но съ остаткомъ меньшимъ, чЪмъ А, поэтому 

А > тЁ, но Ах (т-- п, т. е. та (т- И; 
а раздъливъ всф члены этого неравенства на В, что равно я, 
получимъ: 


эк А (1 т. А ЖЕ 
тЕ - В = акт ке. В 1 ЕН 


Этотъ результать показываетъ, что несоизмфримое отношен!е 
т-- 1 
век 


бы отъ несоизмфримаго отношен!я 


т 
В заключается между двумя соизмЪримыми числами я и 


1 
численная разность которыхъ равна 7 а потому каждая изъ раз- 


А т т 1 А 1 у 
ностей В и меньше, чЪмъ и» Т.е. каждое изъ со- 


Е т т - 1 
измЪрныхъ чиселъ а И ея отличается отъЪ несоизмЪримаго 


А 1 
числа В меньше, чЪмъ на о и потому каждое изъ нихъ есть 


ь ОБ | 1 
приближенное значене отношеня в СЪ точностью до „; но 
такъ какъ число п можеть быть выбрано произвольно большимъ, 

. 1 
а слЪдовательно дробь „ — произвольно малою, то и заключаемъ, 


что можно найти приближенное отношене несоизмфримыхъ ве- 
личинЪъ А и В съ желаемою степенью точности. 


А 
Изложенное показываетъ, что для несоизмримаго числа `В 
всегда возможно найти такя два соизмфримыхъ числа, между 


3 


которыми оно бы заключалось и разность которыхъ можеть быть 
выбрана произвольно малою. 

При неограниченномъ увеличени % (причемъ, очевидно, и 
т неограниченно увеличивается, какъ это видно изъ самаго спо- 


: 1 
соба получешя т и п) соизмфримыя числа Г. и м 


МОЖНО 


т 
азсматривать, какъ пе емЪънныя, причемъ — приближается къ 
? т 


А 1 А 

В, увеличиваясь, ила и приближается къ в › уменьшаясь, ибо 
А А А 

" всегда меньше, чЪмъ В’ За. ке всегда больше, чумъ ви в 


т 1 т 
число постоянное; а такъ какъ разность между . ие и ы. т.е. 


1 А 
Е можно сдЪлать безконечно — малою и постоянное число В 


всегда заключается между ними, то на основан теоремы 8 5 5 


А 
несоизмВримое число надо считать общимъ предфломъ пере- 


и: 
1 А 
мфнныхъ чисель ” и и, т.е. Ни * = Ши "1 = при 6ез- 


конечно-большомъ я. 
Такими несоизмфримыми числами суть также вс иррацю- 


® 
нальные корни, напримЪръ, И №, если М№ не есть точная &-ая сте- 


пень какого-либо соизмфримаго числа. ДЪйствительно, допустимъ, 
К 
что У № есть число соизмЪримое, а слЪдовательно точное, напри- 


к 
мЪръ, что ИМ ==Р, гдЪ ри 9 числа цфлыя; тогда должно бы было 
я ® 
быть М = | } ‚ т.е. № было бы точная #-ая степень соизмЗримаго 
к 

числа, С ‚ что. противорЪчило бы условю; слЪдовательно им 
при сдЪланномъ условш число несоизмЪримое. 

Но и въ этомъ случаЪ всегда можно найти такя два соиз- 


мБримыхъ числа, между которыми заключалось бы иррац1ональ- 
Е 


ное, а слЪдовательно несоизмфримое число ИМ, и разность ко- 
корыхъ можеть быть выбрана произвольно малою. Въ самомъ 
Г 
г 1 
ДЪлЪ, положимъ, что желаемъ найти ИУ М сь точностью до = ГДЪ 
Г 
п цЪълое число; тогда, полагая, что У и*М№, вычиеленный съ точ- 
ностью до 1 и сь недостаткомъ, равенъ т, получимъ: 


к 
С 2351 

т. р т Ум т 1 
т У *М<т-1, откуда << -7 
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или, подведя знаменатель п» подъ знакъ радикала : 


т т.т 1 

< ИМ =: А, 
Этоть результать показываетъ, что иррацюнальное число 
т +1 


т 


® 
И» заключается между соизмфримыми числами =. и ‚ чис- 


1 
ленная разность которыхъ есть 33 а потому каждая изъ разно- 


® 
и, 1 а | 
стей ух в + — И № меньше, чмъ „т. е. каждое изъ со- 
т 1 
т 


® 
а чиселъ си отличается оть И № меньше, чЪмъ 


на. ‚ И потому каждое изъ нихъ есть при ближенное значе- 


: р = 1 
не иррацпональнаго числа УМ съ точностью до а но такъ какъ 


1 
"ъ можно выбрать произвольно большимъ, значитъ дробь -. — про- 
извольно малою, то и заключаемъ, что можно найти приближен- 


® 
ное значеше ипррацюональнаго корня У № съ желаемою степенью 
точности. 


к 
ЗдЪеь опять видимъ, что для несоизм5римаго числа ум 
всегда можно найти тая два соизмфримыхъ числа, между ко- 
торыми оно бы заключалось и разность которыхъ можеть быть 
выбрана произвольно малою. 
При неограниченномъ увеличеши я (причемъ и т неогра- 


т т 1 ы 
ниченно увеличивается) соизмЪримыя числа = и —„_— можно 


т 
разсматривать какъ перемЪнныя, причемъ „ приближается къ 
® 


® 
= 1 
им, еде: а ® приближается къ И №, ОО ВЕН 


1 т 

ибо р № число постоянное и ” всегда меньше, чмъ р №, но ее 
= т 1 т. 

всегда больше, чЪмъ ух ; а какь разность между " в 


можно сдЪлать произвольно малою, то по теоремЪ 8 $ 5 радикалъ 
т 1 
, 


п 


у = т 
И № надо считать общимъ предфломъ перемЪнныхЪ > и 


® 
т. е. Шо == — 53 = М при безконечно большомъ я. 


Такимъ образомъ убЪждаемся, что всякое несоизмЪ - 
римое число надо считать предЪломЪъ, къ которому 
3 
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стремится безконечный рядъ посл довательно 
возрастающихъ или посл довательно убываю- 
щихъ соизмф$римыхъ чиселъ, представляющихъ 
собою его послЪдовательныя приближенныя зна- 
чен!1я, вычисленныя съ возрастающею степенью 
точности. 

НапримЪръ, вычисляя У? послЪдовательно съ точностью до 
аа РА 
10’ 100’ 1000 *°” 

(1).... 154; 141; 1,414; 1,4142; 1,41421; 1,414213 и т. д. 

(2).... 1,5; 1,42; 1,415; 1,4148; 1,41422; 1,414214 и т. д., 
изъ коихь первый представляеть послфдовательныя приближен- 
ныя значеня корня У? съ недостаткомъ, а второй — послЪ- 
довательныя приближеня того же радикала съ избыткомъ, 
такъ что значене |2 заключается между двумя соотвЪтетвен- 
ными числами этихъ рядовъ; разность между такими двумя чис- 
лами послЪдовательно уменьшается и можетъ быть сдзлана про- 
извольно малою, ибо разность эта имЪетъ видъ С ‚ ГДЪ п можетъ 
быть выбрано произвольно большимъ; слЪдовательно У? по 
теоремЪ 8 $ 5 есть обнпий предЪлъ соизмфримыхъ чиселъ каж- 
даго изъ рядовъ (1) и (2). 

$ 10. Смыслъ степени 47 при несоизм5римомъ показатель х. 
Изложенное въ предыдущемъ $ даетъ намъ возможность устано- 
вить, что слЪдуетъ понимать подъ степенью а” при несоизмЪри- 
момъ показатель х. 

Положимъ, что числа ряда 


(Р).... №, из, М, -. Шы, Миа... 
представляють посл$довательныя соизмфримыя приближеня не- 
соизмЪримаго числа х, вычисленныя съ возрастающею степенью 
точности либо всЪ съ недостаткомъ, либо всЪ съ избыткомъ ; тогда 
1 по $ 9 надо считать предфломъ чиселъ ряда (р) и потому по 
теоремЪ 1485 


получимъ два ряда чиселъ: 


та“ = а 


когда п, т. е. номеръ мЪета количества и» въ ряду (р), неогра- 
ниченно увеличивается и слфдовательно и„ стремится къ своему 
предЪлу х. Это значить, что подъ а” при несоизмфримомъ по- 
казателЪ х слфдуеть понимать предЪлъ, къ которому стремится 
степень даннаго основавя, когда показатель ея принимаетъ по- 
слфдовательно приближенныя соизмфримыя значеня несоизмЪ- 
римаго показателя х, вычисленныя съ возрастающею степенью | 
точности либо съ недостаткомъ, либо съ избыткомъ. 


Иа 
ы 
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$ |. ДЬйствя надъ несоизм5римыми числами. Представлене 
о несоизмфримомъ числЪ, какъ о предълЪ ряда соизмфримыхъ 
чиселъ, неограниченно къ нему приближающихся, даетъь намъ 
возможность 1) установить, что слфдуеть разумЪть подъ равен- 
ствомъ двухъ несоизмфримыхъ чиселъ, и 2) показать, что всЪ 
правила дЪйств!, выведенныя нами для ращюональныхъ, а слз- 
довательно соизмФримыхъ чиселъ, вполнф примФнимы и къ чис- 
ламъ несоизмЪримымъ. 

Въ самомъ дълЪ, мы знаемъ по теоремЪ 10 $ 6, что если двЪ 
перемЪнныя величины при всЪхъ своихь измЪнешяхъ равны 
между собою, то и ихъ пред$лы равны; слЪдовательно два не- 
соизмЪримыхъ числа надо считать равными, если 
всяк!я два приближенныхъ ихъ значен!я, вычис- 
ленныя съ произвольною, но одинаковою степенью 
точности, равны. между собою. 

Положимъ теперь, что надъ несоизмЗримыми числами а, 6, 
с, а,... надо совершить нфкоторый рядъ дЪйствй, указанныхъ 
функщею Ка, 6, с, 4,...), и чтоа, В, 7, д,... суть соотвЪтетвенно 
ихъ приближенныя значеня, вычисленныя съ произвольною сте- 
пенью точности и разсматриваемыя по $8 9, какъ перемЪнныя ве- 
личины, имЪюцйя своими предЪфлами а, 6, с, 4,...; тогда по $ 6 


(т).... НиДа, В, у, 0,...)=Да, 6, в 4...), 


т. е. подъ результатомъ дЪйств1й надъ несоизмЪ - 
римыми числами надо понимать пред лъ, къ кото- 
рому стремится результатъ тЪхъ же дЪйств1й надъ 
числами соизм$римыми, представляющими собою 
приближенныя значен!1я данныхъ несоизмЪримыхъ 
чиселъ, вычисленныя съ возрастающею степенью 
точности. 

На основанйи этого можно показать, что всЪ правила дЪй- 
ств и преобразован, выведенныя для рацюнальныхъ, а слЪдо- 
вательно соизмфримыхъ, чиселъ; могутъ быть распространены и 
на несоизмЪримыя числа. Мы здЪсь ограничимся лишь нЪсколь- 
кими прим$рами: 

1) Докажемъ, что произведеше несоизмЪримыхъ чиселъ не 
зависитъ отъ порядка его сомножителей. 

Положимъ, что а и В суть приближенныя соизмЪфримыя зна- 
ченя несоизмфримыхъ чиселъ аи 6, вычисленныя съ произволь- 
ною степенью точности; тогда для соизмЪримыхь чиселъь аи В 
равенство а}= Ва вЪрно; слЪдовательно на основан тео- 
ремы 10 $5 


3* 
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ШпавВ = Итра ; 
а какъ, по теоремЪ 6$ 5, ШптаВ = Шта . НпВ = аб, ИтвВа = фа, то 
аб = фа. 

2) Докажемъ, что извЪстное намъ правило дфленя много- 
члена на одночленъ примЪнимо и къ несоизмфримымъ числамъ. 
Положимъ, что а, В, с, а,... несоизмЪримыя числа, приближеня 
которыхъ, вычисленныя съ произвольною степенью точности, со- 
отвфтетвенно суть соизмфримыя числа а, В, у, 0,...; тогда ра- 
венство 


вЪфрно; слЪдовательно на основан!и теоремъ 4 и 5 55 
ВУ ..- Ш етой Са С ЕВ к 
ЕС. а Нас Ехь, 
или на основанйи равенства (т) 

ьеа+... _6 с 14а 

а РН НЕС 


3) Докажемъ, что (а— 8)? = а? — 26 + 6? и въ случаЪ несо- 
измфримыхъ количествъ а и 6. 

Пусть будуть а и В приближенныя соизмфримыя значеня 
несоизмфримыхъ количествъ аи 6, вычисленныя съ произволь- 
ною степенью точности; тогда равенство (а — В)? = а? — 2аВ -{ 8? 
вЪрно; слЪдовательно 


Нт(а — В} = Ниа(а? — 2аВ | В?) = Шта? — Нт2ав + Итй?, 
т.е. (а— 6)? = а? — 2а6 + №. 
4) Докажемъ, что а": а"= а" " и при несоизмЪримыхъ 
ти п. ДЪйствительно, положимъ, что числа ряда 


(4)...-. №, Мо №3, --. Мь, Мы. 
представляютъ послЪдовательныя приближенныя и соизмфримыя 
значенмя несоизмфримаго числа т, а числа ряда 

Е РС О аа 

послЪдовательныя приближенныя и соизмЪримыя значеня несо- 
измфримаго числа и, причемъ оба ряда вычислены съ возра- 
стающею степенью точности; тогда, по $ 9, т надо считать пре- 
ДЪломъ для ик, п — предЪломъ для ть, когда номеръ # мъЪста 
чиселъ ик и т» въ рядахъ (4) и (7) неограниченно увеличивается. 
При соизмЪримыхь же показателяхъ их и т» равенство а“к: а’ = 


— а“ ”к вфрно; слфдовательно и 


Ша (а“*: а”*) — Нта“ *”*; 
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а какъ по теоремамъ 7 и 14 $5 
На а: а" ) = Нта“*:Ита’*=а”:а”, 


Ша (а“*—**) те а мь ед ры ат —п, тоат: а" =ат-—”. 


ТУ. Мнимыя выраженйя. 


$12. Мнимыя выражен!я, какъ средство обобщенй. Мы знаемъ, 
что корни четныхъ степеней изъ отрицательныхъ количествъ не- 
возможны, а потому тавще корни называются мнимыми. 

Хотя мнимыя выражевшя лишены веЪхъ признаковъ вели- 
чинъ, тъмъ не менЪе ихъ принято называть мнимыми величи- 
нами и для общности условились распространять на нихъ 
всЪ правила дЪйствй, которыя примЪняются къ вещественнымъ 
количествамъ. 

Съ мнимыми величинами мы впервые сталкиваемся при р%- 
шен!и квадратныхъ уравненш. Мы тамъ вид$ли, что квадратное 
уравнене при н%Фкоторыхъь условяхъ имЪетъ два возможныхь 
рьшешя, при другихъ одно только, а иногда оно и вовсе не 
имЪеть ршенш. Когда уравнене 27- рух + 9=0 имФло одно 
только возможное рЪьшеше, мы условились говорить, что оно 
имЪеть два рзшевшя, но равныя, на томъ основави, что оба 


его корня 
Он ны 2 ный 
За 2 


различные при р?>>4р, стремятся къ равенству между собою при 
приближеши р? къ 44 (или обратно) и становятся равными, когда 
р? = 44. 

Тамъ же мы говорили, что квадратное уравнен!е вовсе не 
имЪеть рьшенй, когда корни его оказываются выражевями, ли- 
шенными всЪхъ признаковъ величинъ, почему мы тавя выраже- 
я и называемъ мнимыми. Введене мнимыхъ величинъ въ ма- 
тематическя выкладки, наравнЪ съ вещественными, позволяетъ 
намъ обобщать математичесвя вопросы и сказать, наприм$ръ, что 
квадратное уравнене всегда имЪетъ два корня, которые при 
извЪстныхъ условяхъ могуть оказаться мнимыми; что не только 
сумма одинаковыхь нечетныхъ степеней, но и сумма одина- 
ковыхъ четныхЪъ степеней двухъ количествъ можетъ быть раз- 
ложена на множители, напримЪръ 2?-Ра?=(ж-аИ —1) (#2—аИ —Ъ, 
и прочее. 


20:4 
5] ‚ 


НИ И То = 


38 


Такимъ образомъ видимъ, что введене въ вычисленя мни- 
мыхъ величинъ даеть намъ средство обобщать алгебраичесые 
вопросы подобно тому, какъ введенйе отрицательныхъ величинъ 
служить прекраснымъ средствомъ подобныхъ обобщенйй. 

КромЪ того, дЪйствя надъ мнимыми величинами, какъ уви- 
димъ, даютъ иногда вещественные, т. е. возможные результаты ; 
поэтому на мнимыя величины слфдуетъ смотрЪть какъ на мате- 
матичесвя знакоположеня, весьма полезныя и въ томъ отноше- 
ни, что выводъ многихъ математическихъ истинъ основанъ 
именно на разсмотрфнйи мнимыхъ величинъ. 

Такъ какъ мнимыя выражен1я, представляюцйя собою корни 
четныхъ степеней изъ отрицательныхъ величинъ, приводятся, какъ 
увидимъ ниже ($ 13), къ мнимымъ выраженямъ, содержащимъ 
квадратные корни изъ отрицательныхъ величинъ, то мы раземот- 
римъ послЪднйя. 

Условившись, какъ уже замфчено выше, распространять на 
мнимыя количества всЪ правила дЪйстый, примЪняемыя къ ве- 
щественнымъ величинамъ, мы квадратный корень изъ отрица- 
тельной величины можемъ преобразовать въ корень квадратный 
изъ — 1, умноженный на вещественное количество, разсматривая 
отрицательное подкоренное количество какъ произведене изъ — 1 
на положительное количество и извлекая затЪмъ корень изъ 
каждаго множителя отдЪльно. Такъ, 


И—4=У4<=2И-1:;И-—@=И®.С=виИ-Гг; 

И— 6=И5.(—п=УИ-1; И—з=ИзЗ. (С 1=ИЗ.И —1 и прочее, 
гдъ Ури ИЗ вещественные множители при мнимомъ знакЪ 
И-—1, который часто обозначается буквою # (первою буквою слова 
1паз!па1те), такъ что, напримЪръ, У — 3 = Из; У —6=ИВ 
и прочее. 


Выражене —1 часго называется мнимою единицею. 


Обозначая У — 1 чрезъ #, мы подъ 1 должны понимать — 1. 
Дъйствительно, распространяя всЪ дЪйстня надъ вещественными 
выраженшями и на мнимыя, мы согласно съ опредЪлешемъ извле- 
чен!я корней подъ выражешемь У —1 должны понимать такое 
количество, квадратъ котораго равенъ подкоренному количеству, 
т. е. — 1, значить мы должны принять, что #? = — 1. 

Если къ мнимой величинЪ вида 61, гдЪ подъ 1 всегда будемъ 


понимать У — 1, а подъ 6 — количество вещественное, прида- 
димъ вещественное количество а, то получимъ мнимое выражене 


(1)....а- 6, 
называемое комплекснымъ и представляющее собою обийй 
видъ мнимой величины. Выражене это можетъ служить и об- 
щимъ видомъ всякаго количества, какъ вещественнаго, такъ и 
мнимаго, ибо $ можеть имЪть любое значене: если $ =0О то и 
и=0О*), и выражеше (1) приводится тогда къ вещественнной ве- 
личинЪ а; если 5==0, то выражен!е это даетъ мнимую величину. 

Два комплексныхъ выраженя, отличающихся между собою 
только знаками при мнимомъ членЪ называются сопряжен- 
ными. Таковы, напримЪръ, 
ами а—@; з-2м и 8—2; —3-8 и — 8 — 8 и прочее. 

Если комплексное выражене а-- равно нулю, то необхо- 
димо, чтобы было отдЪльно а=0О и $=0. ДъЪйствительно, если 
а+ 6 =0, то а=— 5, откуда а? =(—6)?.2= 6?.(— 1 =— №, и 
слЪдовательно а?-{ 62 = 0, гдЪ а? и 52, какъ квадраты веществен- 
ныхъ количествъ, положительныя величины; а какъ сумма по- 
ложительныхъ количествъ только тогда можеть равняться нулю, 
когда каждое слагаемое отдфльно равно нулю, то заключаемъ, 
что а=0и:6=0. 

Два комплексныхъь выражешя а + М и а’-+ 5% считаются 
равными, если равны какъ вещественные ихъ члены а и а’, такъ 
и множители 6 и 6’ при мнимомъ знакЪ &. 

Обратно, если два комплексныхъ выражешя равны, то равны 
и ихъ вещественные члены, и коэффищенты при мнимомъ 
знакЪ $. ДъЪйствительно, если 

а+-м=а’- 6%, то (а— а) + 6—6) =0 
а тогда по только-что доказанному должно быть: 
а—а'=0О и 6—5’ = 0, откуда а=а', 6=Ы. 

Если имфемъ комплексное выражене а- , то положи- 
тельное значене квадратнаго корня изъ суммы квадратовъ 
его вещественнаго члена и коэффищента при &, т.е. + Иа? + 62, 
называется модулемъ даннаго комплекснаго выраженя. 

$ 13. ДЬйствя надъ комплексными выраженями въ алгебраи- 
ческомъ вид. Обратимся теперь къ дфйстыямъ надъ мнимыми 
выражешями вида а- %, но предварительно разсмотримъ значе- 
я цЪлыхъ степеней отъ #, а для этого замЪфтимъ себЪ только 
первыя 4 степени его: 


*) ТакЪ какъ по вышеусловленному 5У —1 и И-—Ъ>? тождественныя вы- 


ражен1я и какъь УИ 5? равняется нулю только при Ь—=0, тои БУ —1 надо 
принять равнымъ нулю при 6 = 0. 


40 
па; = (У 1=ф1 = аа, й= (2) =(—1=+1; 
всякая же другая цЪлая степень оть # приводится къ одной изъ 
этихъ четырехъ. Въ самомъ дфлЪ, если показатель при # болЪе 4, 
то его можно представить подъ видомъ 4й -|-”, гдЪ п частное отъ 
длен1я даннаго показателя на 4, ’ — остатокъ отъ этого дфле- 
я и слФдовательно есть одно изъ чиселъ о, 1, 2 или 3, а потому 

т =)”. =(-+ 1)". =#”’, 
откуда видно, что для получен1я значення какой-либо цълой сте- 
пени отъ $ достаточно возвысить # въ степень, показатель кото- 
рой есть остатокъ оть дЪленя даннаго показателя на 4. Такъ, 
напримЪръ, 
бы р ыы, мы: 
6 


|. Сложен и вычитан!е комплексныхъ выраженй. Алгебраи- 
ческая сумма мнимыхъ величинъ по вышеусловленному выра- 
жается по ТЪМЪ же правиламъ, какъ алгебраическая сумма ве- 
щественныхъ количествъ. Такъ, напримЪръ, 

(а + 9) + (а, — 6,2) — (&—ЫМ) =а-+ ма, = а -- 65% = 
= (а а, — а>) + (6—6, + В), 

т. е. алгебраическая сумма мнимыхъ величинъ вида а-- 6 есть 
выражен!е того же вида; въ частномъ случаЪ, когда коэффищентъ 
при & равенъ нулю, т. е. когда 6—6 {+=0, наша сумма будеть 
вещественною величиною. Такъ, сумма двухъ сопряженныхъ 
мнимыхъ величинт всегда величина вещественная, напримЪръ 


(а 5) + (а— в) =а- м -а—@м=2а. 

Примчан!е. Во избЪжаше недоразумф в! и даже ошибокъ 
при рьшени нижеслфдующихъ задачъ съ мнимыми выраженями 
квадратные корни изъ отрицательныхъ количествъ слЪдуетъ пре- 
образовать предварительно въ произведеня корней съ положи- 
тельными подкоренными количествами на $ на основан! и тождества : 
У—а=И-—1.а=:Уа, а затЪмъ подъ квадратнымъ корнемъ 
изъ положительнаго числа понимать одно только ариемети - 
ческое его значене, т. е. положительное число, квадратъ 
котораго равенъ подкоренному числу. 


Примфры. 
р 8И—27—4 НКТ +83И—15—5И—48 = 27 &/ > т 
+3 (75 — 1/48 =яу 8—2 уИз-1ыУИз—2жуУз=2%ув. 


Зое ‚А 


2) (54 И—=)—(»-У-т)-(-—+У-—)= 

И о Ро = фе" 

3 Ипа 1 2—=и-а-+и-а-= 
= (1-2) (1—2) = 24. 

4) —И-15--И—185—И=60+3/ ——10]/—®. ов. 15. 


5) — Е. а? — ой + и: и —1. Отв. 20. 
6) 251 +5 И5— (-ИУ— а ЗИРЕНИИ_ 898 м ). Отв.2И 


2. Умножене комплексныхъ выраженй. Умноживъ а--@ на 
а-- 6“, получимъ: 
(а №) (а 5%) =аа’ {+ а - аб - 05? = аа + ам - аа — %' = 

= (аа’ — 66) -Р (а 6-Е аб’), 
т.е. мнимое выражене того же вида; въ частномъ случаЪ, когда 
коэффищентъ при #, т. е. а’6 -{ аб’, обращается въ нуль, найден- 
ное произведеше будеть вещественнымъ количествомъ. Такъ, 
напримЪръ, 
(3-22 (6—4) = 18 127 — 122 — 8# =1828=26. 

Произведеше двухъ сопряженныхъ мнимыхъ величинъ всегда 

количество вещественное, напримЪръ, 


(а- 9) (ам) = — а =@а-®, ибо 2 =—1. 


Этотъ результатъ показываетъ, что сумма двухъ квадратовъ 
можетъ быть разложена на два мнимыхъ множителя. Такъ, 


д = (2-29 (2—0); 1+4“ = (+99) Ф— 9 и прочее. 


Примфры. 
р Иа И—5=Иа.1Из=Ув=— Уч. 
2) (ИЕт+тИЕ=—«И—*). У! = 
= (сУз-ыив-= И *) Ут = 
АИ = — а ИТ=—1—Из+И&. 


3) (заИ —а— ал —6Иза-—-2УИ—з)(зЗИ—а+ =) = 
= (3% а—ах—6вИ За—22\ 3) (38 а 2) = 


___ 42 
= 94а?2— Заз / а--18 а 3 — 6х7 За + За У а— а2*— вхИ За-- 
— 22 3 = — 9а* — ах*— (18а/ 8+ ал? 3). 

4) (РИ а— 27) (#—пИ а?) = 2 — (а) =? + (аж) = а. 
5) («И -+2И —а-+ 38 —ев) (И —2И—а—з И -—о). 

Отв. 4а + 96?е - 126 ас — а%. 
6 У—ю-И-5+И-И-юЮ+И=5-И=Э) 

Отв. —8— У 10. 
7) УИ—5-+2.ИИ-5—2=И(И —5+2)У—5—2)= 

=УИ—5—4= 34. 
8) У>И55+3И—3.И2/55—зИ— 8. Отв. 7 
3 8 


9) И 10/6 —2И—2>2.И—101И—6+2И—2> —01в.—8. 


3. ДЬлене комплексныхъ выраженй. Чтобы раздфлить а-- 
на а’-+ 5%, напишемъ частное въ видЪ дроби и умножимъ чис- 
литель и знаменатель на мнимую величину, сопряженную со 
знаменателемъ, тогда получимъ : 

ай (а-- 53) (а—5%) _ аа-НЪ’-Н(аЪ—аь)ё _ аа В, аф—аь. 
аьй (а) (а-5) = а-5е — аа -- 5 Га ° 
-т. е. частное есть мнимое выражене того же вида; оно будетъ 
вещественнымъ, когда коэффищентъ при 7 обращается въ нуль, 


^ Й И ^ а ь 
а это будетъ тогда, когда числитель а’5— аб’ = 0, откуда ==, 


т. е. когда вещественные члены данныхъ мнимыхъ выраженй 
пропорщюнальны коэффищентамъ при #; въ этомъ случаЪ частное 


$ а [2] 
равно одному изъ равныхъ отношен -„ или 1». Дъйствительно, 


а 
полагая „=о-,„=, получимъ: а=а’п, 6 =", слЪдовательно 


й й 


а-- & _ а’п-НБв _ (а-Н5п 
ар а = б-р > п 


Прим$ры. 
р ИЕа:Из=Иа:Из=Е| “. 
2) Иа-+ 1 2И 2—9: /—т=Фат: Иа) И 5 = 


и Е Е 2 
сх Ат НЕСЯ 6 
РУ + 112 
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3) О ата НА 
МыО. аи. И Уб а 4 —_ Уз е 
Е ху и В вуз ар Е з- 


= ИУ 8—3 МЗ за узн (и, 


4) (ЗаИ а ах—6вИза—2хИУ —з):(3У—а—®= 
_ м Уа— а —6вУ3а—2=У3)(—3У а—=) _ 
а УИ а—)(—УИа—а) р 
— — 94 2- Заая У а+ 13% У 3-62 За—за= У а-Р аа? 6х У За- 2 У 3 
— Эа? - 22° 


__ дай аж? + 18а 3 + 2а7У 3 — Эа УЗ) + =(а- муз) _ а 
9а - 2? 9а - 22 =а+>у3З. 


Уаз + У 23 ЕЕ ` 
5) УУЕЕ Отв. У —1 при а->5; —И—1 при ав 


6 —2И—1:а-И—\1). Отв. 1— ИУ 1. 
7) 22а: (1-9). Отв. = 2. 
ти ву аи Отв. Е, 
ВУ ею вич. | У, У туз 
г ен эф. 2 У-ё К + У С 
14— У15— (УЗИ! м. 
10) С ИР ЕТ Отв. 2 у 3. 


4. Возвышене комплексныхъ выраженй въ степень. Возвы- 
шене комплексныхъ выражен! въ квадрать и кубъ произво- 
дится по общимъ формуламъ, а возвышене ихъ въ выспия сте- 
пени (при чемъ ограничиваемся лишь цфлымъ и положитель- 
нымъ показателемъ степени) можетъ быть произведено по би- 
ному Ньютона. И здЪсь, какъ и выше, мы убЪдимся, что резуль- 
татомъ этого дъйствя будетъ также комнлексное выражене. 

Дъйствительно, при цфломъ и положительномъ показателЪ 
в имЪемъ: 

(а + ы) = а" -- На 4 Ва" -- Ёза"—86348 + ааа + 

+ а 65 -... - Вы. саб" лаб чб -- бт", 
ГДЪ №, №, №... йь биномальные коэффищенты. 

Такъ какъ по $ 13 всЪ четныя степени отъ & дають = 1, а 
нечетныя приводятся къ-- 2, то вторая часть предыдущаго разло- 
жен!я содержить частью вещественные члены, частью мнимые, 
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имЪюще всЪ общимъ множителемъ $, а потому (а--)" приводится 
къ комплексному виду М-- №. Въ частномъ случаЪ, когда № ока- 
зывается равнымъ нулю, данный биномъ даеть вещественное ко- 
личество. 


ПримЪры. 

р У—8+И—5* (Уз +15 - УЗИ) 8—3 
2) (2—2И—9}3=(#— >И у = 23 — вхчУ у+ 12ху? —впуУу= 
= (23 — 12ху) + (8уИу — 627 уд. 

22 УУ УИ [Иуа+о+ 
Ик п-ов +и—пр= 
= (2% И 2— Ся =(@И>— — (8—8И 2-4) =8И 2— 12. 
(аз — 3а6?) — (3426 — 5%: 
4) (а) = Еыз= авы вв Зав) (За?6 — &3)? - 
5) (РИ — 1-Е 1) бо 
(2иИ— 2—4». Отв. 16810 — 72). 

7) (И. Отв. 2(23 — 6) -{ (2 — 3=*)у—5. 

) (52 У—2-+ У==—У=). Отв. (52 52-6) У=—(129+ 2). 
9) а+И—1)*+ (-1+У—1* Отв. — 8. 


ю (ИУ) Отв. (18 Ут0— 31). 


> Вычислить 2?—22--2 при х =1-. Отв. 0. 
Составить квадратныя уравненя по слЪдующимъ корнямъ: 


р й . 37 
12) ет из-+ >. Отв. 2—6 +1 =0. 


—1+9%И 5 —1—=4И 5 
3 а 


М 2ИУ ЗИ 2 У 5— 12 изУ 8 —/ 25—12. 
Отв. 22—45 У З-+-2У 5—0. 
15) а( —6 У — &°) и— ЕЕ Отв. 2? + ма 0. 


13) Отв. 952 -- 2х + 27 =0. 


с с с 
У—% У— 4 о: 252 а а < 2258 
16) У-тУ-а и За Отв. х К = 0. 


5. Преобразоване радикала вида Уа-Ы. Для требуемаго 
преобразованйя возьмемъ слфдуюция очевидныя тождества : 


(Уатй- Уа— М): =а+ +2 У 51+ а—И=2(Уа?+ 6+ а), 
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(Уа+Я— Уа— Ма Ума ии д), 
откуда 


Уа+ + Уа_и-==+У(Уж- а), 
УаЕи— Уаи=-У (Уд); 
сложивъ же и вычтя эти равенства почленно, получимъ : 


ву: учи (У УЕ хит ут=н-=, 
(2).... Иа = (И уе 


гдЪ изъ четырехь возможныхь комбинаций двойныхъь знаковъ 
+ правыхъ частей слагаемыхъ или вычитаемыхъ равенствъ при- 
годны лишь выбранныя нами комбинацщи, потому что только при 
такомъ ихъ выборЪ квадратъ правой части каждаго изъ ра- 
венствъ (1) и (2) равенъ подкоренному количеству лЪвой. 

Такимъ образомъ видимъ, что и квадратный корень изъ мни- 
маго выражен!я а--@ есть мнимое выражен1е того же вида. 

Примбчане |. Результаты (1) и (2), какъ содержапце слож- 
ные корни, оказываются вообще боле сложными, чфмъ данныя 
выражея; но если количества а и 6 таковы, что сумма а? - 5? 
‚представляетъ собою полный квадратъ нЪкотораго другого коли- 
чества, то результаты эти окажутся уже полезными упрощешями 
данныхь радикаловъ. 

Примбчане 2. Изъ разсмотрЪнныхь нами дДЪИйствШ надъ 
комплексными выраженями вытекаетъ, что при замфнЪф всЪхь 
этихъ выраженш сопряженными съ ними мы получимъ резуль- 
таты, отличаюцщеся отъ прежнихъ лишь знакомъ предъ мнимымъ 
множителемъ +; это впрочемъ слЪдуеть и изъ того, что замфна 
комплекснаго выражен1я сопряженнымъ съ нимъ равносильна 
замЪнЪ въ первомъ +2 на — и обратно. 


Примфры. 
р Уз И У о. 

2) Из И—12=- = ( ее Е еде }- —=-(Уз— 9. 

3» Иа-ьУ—1+Иж У. Отв. И 2а-+ Ув). 


4) ИЕР отв. 3ИРЕУ? ее Ы 
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5) ИТУ 15 Ити Отв. #И2. 
6) И 150 — 120% Уд. Отв. И186 —2У6. 
о -— РЕВ Ср" 
7) УзааУ— ув Отв. Е, 
8) У2ж—1 а Отв. 2-{ (2 — 1}. 
- В а 
Е фто, МИЯ ИР, 


$ М. р четной степени изъ —1. Помощью формулъ (1) и (2) 
предыдущаго $ можно опредЪлить корень всякой четной степени 


4 ы =. — 
изъ —1. Такъ, напримфръ, ИУ—1=И-+ У—1=+ У Для 
получейя же значени корня У-+й положимъ въ формулахъ 
(1) и (2) предыдущаго 8 а=0,6 =1, тогда получимъ: 


а И -), у = +); } 

у=+(У-+-+ у). у Тае р Й 5}; слЪдова 
4 

тельно У—1 имЪеть 4 значеня, заключаюцйяся въ выражении 


(Ут +: у»), въ которомъ знаки -- и — можно комбини- 
ровать какъ угодно. 


8 че 
Такъ же У ину уе а какъ по предыдущему при- 


а 2 ыы т. ; я 
мфру И—1=+ (у: + нЕ = т ‚ т У—1= 
иж —=— 4 — 
Учат =-И-. уаз 
т. е. У-1 имЪетъ 8 значенШ, именно (по $ 13, п. 5, форм. 1и2): 
у Е УЕ ПИУЕ 
$2 5 21 > = 
- ев ит ПИУ=н_ ЛИ 
У=+у-. уу ( узн УУТ-, 
в : т (ИУ т 
а ЕТ 
8 рии жи. ее ое, 
у-вУ т. ужин) 
$ 15. Преобразоване произвольнаго мнимаго выраженя въ 


комплексное. Теперь легко доказать, что всякое мнимое выра- 
жене можеть быть преобразовано къ комплексное вида а- в. 
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Дъйствительно, всяюЙ корень четной степени изъ отрицатель- 
2" 

наго количества — т имфетъ обшйй видъ У—т, гдЪ # н%ко- 

торое нечетное число (въ частномъ случаъ Ё=1); а какь 


2" 


2" ь 


У—т = У’ и при показатель & нечетномъ У —т=— У, то 


п" 


ь з о 
у ее ВЕ у= т ка т. И—1=ру— 
гдЪ р вещественное количество, равное ариометическому КИ 


® 


2" 2 
корня Ут, а радикаль У—1 по предыдущему $ даеть мнимое 
2" 
выражене вида а--@; слЪдовательно и выражене У—ж приво- 
дится къ мнимому выражен! того же вида. 

Такимъ образомъ видимъ, что всЪ дЪйствя надъ комплекс- 
ными выражевшями даютъ въ результатЪь мнимыя же выраженя 
того же вида. Правда въ 5 пунктЪ $ 13 мы разематривали 
только квадратный корень изъ выраженя ав; но помонию 
бинома Ньютона доказывается, что и корень всякой другой сте- 
пени изъ а-+-@ даеть комлексное выражене. 

$ 16. Комплексное выражене въ тригонометрическомъ видБ. 
Иногда бываеть полезнымъ преобразован!е мнимаго выраженйя 
вида а-- въ другое мнимое же выраженше вида (созф | 151$), 
тдЪ вещественный и положительный. множитель 7’ и уголъ ф, 
называемый аргументомъ даннаго мнимаго выражен!я, опре- 
дЪляются изъ тождества 

а-—- м = "(созф - 1319). 
По вышеизложенному ($ 12) это равенство требуетъ равенствъ 
(1).... а=тсозф, 6 =шф, откуда 
4? = 72с05?ф, 6 = 7?5т?ф, стЪдовательно 
а 62 = 2 (с08?ф | 31124) = 72, значить г = Иа; 
7 называется модулемъ даннаго мнимаго выраженйя. 
РаздЪливъ равенства (1) почленно, получимъ: 
48 = 3 
откуда опред$лится аргументьъ ф. 
Такъ, напримЪръ, 1-- Уз ==2(с03 60° &з11 60°), ибо 
‚= 12 (УЗ =2; 48ф = УЗ, слЪдовательно ф == 60°. 
`Такъ же 1 == с0$ 90° $ зщ 90°, ибо с0$90° = 0, эт 90° = 1. 
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Отъ перемЪны знака всего мнимаго выраженя модуль не 
измфняется, а аргументъ увеличивается на л, т. е. на 180°. ДЪИ- 
ствительно, если 

д ==1(с03ф — 1319), то (— <) = "(— созф — 1319); а какъ 

— с05ф = с0$(л-- $); — шф = зт(л-- ф), то 
— = [с05(л-ф) + азщт(л-- 9), 
откуда видно, что модули обоихь выражен! х и — х одинаковы, 
а аргументъ выражешя — х на л больше аргумента выраженя х. 

При перемЪнЪ знака аргумента мнимаго выражешя модуль 
его не измФняется, а только знакъ предъ # мфняется на обратный, 
ибо, если въ выражевши #(созф --13тф) аргументь ф замЪ- 
нимъ аргументомъ —ф, то получимъ #[с0$ (— ф)-- зщ (— Ф)] = 
—/(с08 ф — #1 $), потому что с0$ (—ф) == с0$ ф, зт (—ф) = — зщ ф. 

Если два мнимыхъ выраженя равны, то ихъ модули равны, 
а аргументы ихъ или равны, или же разнятся между собою на 
ЦЪлое число окружностей, т. е. на 2#л, гдЪ # произвольное цЪ- 
лое число, 2л — круговая мфра окружности или угла въ 360°. 

Дъйствительно, если 7(с0$ ф-- 1314) = 0(с050 + 3т0), то по 
$ 11 должно быть 

7с03ф = 06080; тзЗшф == о$ш©, откуда 
72608?ф = 0360330; э2зш?ф == 0251120; 
сложивъ эти два равенства почленно, получимъ: 
"== 0; откуда л=0, 
но тогда должно быть одновременно со5ф = со80 и зшф = эт6, 
а.эти уравненйя удовлетворяются при ф==2#л - 0*), гдЪ # про- 
извольное цЪлое число, не исключая #=0. 
$ 17. ДЬйствя надъ комплексными выраженями вида 


г(созф —- &тФ). 

Мнимыя выраженя имфютъ н%которыя свойства, которыя 
удобно изслЪдовать, если мнимыя выражен!1я представляются подъ 
видомъ 7(созф -- 15тф); поэтому разсмотримъ всЪ дЪфйстня надъ 
выражешями этого вида. 


|. Сложене. Сложивъ н$сколько такихъ выражен, по- 
лучимъ: 
7 (созф — 13тф) хх, (с0озф,  1зтф,) -Р г(со8фь Е 1зтфь) -... = 
— (7с05ф —- 7,с0$ф, | 7›605ф5- ...) | И’тзтф- г, 5 ф, -- 75-Е ...), 
гдЪ вторая часть имфетъ видъ М-- №, а слфдовательно можеть 
быть преобразована въ выражене вида Е(соз0 -{- 13110), такъ что 


*) См. учебникъь прямолинейной тригонометри Я. Блюмберга, 3-ье изд. 
1901 г. Введеше 7 и 8, и $ 6. 
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(1)....7(созф -Ё зщ) -[ х,(созф, -- зщ, ) Е х>(созфь 1 фь) ня 
— В(с0$0 | 1310), 
гдЪ модуль 
—И (7с0$ф-- 7 с0$ф, + 75608фь-{ ...)-- (узтф-+ ит, ть - ...). 
_Совершивъ указанныя подъ знакомъ корня дЪйствя и зная, 
что вообще со5?ф - $т?ф =1; созф . со$ф,- зтф .зтф,=60$(ф—ф,), 
мы найдемъ: 
(2).... ВИ 7? и? т... 27. с0$(ф — ф,) - 2тъс08(ф — фз) +. 
.. + 21 7с08(ф, — Фэ) +... 
Аргументъ 9 выраженйя (1) опредЪляетея изъ уравненвя 
4% __ тзшф -- и шф, + 759» +... 
ААньсьНа о тсозф -- у, со8ф, - 7эео$фь - .. 
Примьръ. У 3(с0360° - 1311605) {У 2(с0580° + 131309) = 
— #(с0$0 - 75110), 
гдЪ по формуламъ (2) и (3) 


В—Из+2-+ 26. 05300 — | 5: ЗЕ 8 ЗУБ ЗУе; 


у 
_ У 3.511607 У2. 51802 У + не Е ЗЕ 

у т вх я == 
_ УВ.60860°+У2.60580° узор узкек аУ в 


— 1,0556429, слЪдовательно © == 46°33*2“. 

2. Вычитане. Поступая, какъ выше, найдемъ, напримЪръ, что 

7(созф —- 13тф) — ”(с0зф, + зтф,) = В(с0$0 -{ 15160), 

рам ЯГУ ВЕРА _— тзшф — изшф, 

тд В=Ут+ я 277, с08(ф — ф,); 0 = Я 

Примьръ. У 3(с0530° -+ 1311800) — У 2(е08600 — 751600) = 
— В(с0$0 + 151190), 
гдъ В=Уз+ 2 — 56. с03(30-+ 605) =И 5—2 6с0590° = 


3. РУ = к 
50-У8-в 80 У2-в5160?__ УЖ НУ” УзУ6 
73 У ее Е АМИ 
у 8 . с0$80° 7 2.605609 _ уз. > У 5 8 и 2 | 


—2,6368875, слЪдовательно © == 69918*58“,5. 
3. Умножене. Перемноживъ между ‘собою выражешя: 
1 = т(с0о$ф-+ 1) и 2, = г, (созф, зщ, ), получимъ: 
жа, = т", [с0$фс0$ф, — зтфяшф, ) + (зшфсозф, -- созфятф,)] или 
жал = тт [с08(ф + 4.) + 451(ф - 9]. 
Умноживъ это выражене на х. = 75(созфь -- 1145), получимъ: 
(4) .... эл, = титусовф + ф, + 93) в +, + ФД ит. д. 
4 * 
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Отсюда слЪфдуетъ, что модуль произведен1я какого 
угодно числа мнимыхъ выражен!й равенъ произ- 
веден!ю модулей данныхъ выражен!й, а аргументъ 
произведен!я равенъ алгебраической суммЪ аргу- 
ментовъ этихъ выражен! й. 

7(созф -- 15щ$ф) 
т, (созф, —- 231Ф, 
жимъ дЪлимое и дзлителя на выражене, сопряженное съ дЪли- 
телемъ, тогда получимъ: 


(5)... 7”(созф + 1319) г (с05ф -+ 1319) (с08ф, —519,) _ 


4. ДБлене. Для опредФлен!я частнаго ) умно- 


`” т (созф, + 28щф,) т, с05?ф, + зт?ф, 


= = (с084с03ф - 2511фс08ф, — 2созфзшф, + зтфзшф,) = 
1 


= я [с05(ф — 9) + 1зщ(ф — $), 


т.е модуль частнаго двухъ мнимыхъ выражен!й 
равенъ частному ихъ модулей, а аргументъ ра- 
венъ алгебраической разности ихъ аргументовъ. 
Примчане. Желая непосредственно примЪфнить формулы (4) . 
и (5) кь тЬмъ случаямъ, когда одинъ изъ мнимыхъ сомножите- 
лей или одинъ изъ членовъ дроби иметь знакъ — предъ #, 
надо предварительно тая выраженя преобразовать такъ, чтобы 
они имфли знакъ + предъ # ($ 16). 
Примбръ 1. х(созф -{ 25114) .т,(с08ф, — зщф,) = 
= и", (созф -{ 25119) [с0$(—ф) + 18щ(—ф)] =”: [с0$(ф—ф,)-+131(Ф—9)], 
ГДЬ ф—ф, есть алгебраическая сумма аргументовь фи — 9. 
”(созф + 131$) _ ”(созф - 131) з8 
7 (с08ф,—219,) т; [с08( — ф,) + щ(—ф,)] 
2 „воз + 9) + зщ +9,)], 
гдЪ ф-- ф, есть алгебраическая разность аргументовъ фи — ф.. 
5. Возвышене въ степень. Формула Моавра. Полагая въ 
формулЪ (4) 
ЕЛ =... ФЕФ = ф...., а слЪдовательно х=х, =м...., 
мы при цфломъ и положительномъ показателЪ т получимъ: 
(6).... ["(созф + 13щф)|" = ”"(созтф - 131тф). 
Принимая здЪеь г =1, получимъ формулу: 
(созф - 25тф)" = созтф + 1зШтф, 
называемую формулою Моавра (Мо!уте) и дающую намъ воз- 
можность опредФлить $ш и со$ кратныхъ дугъ Эф, 3, 4ф,... по зщ 
и с0$ простой дуги ф. Такъ, напримЪръ, при т=? получимъ: 


ПримЬръ 2. 
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(созф | зтф)?= соз?ф + 24608фзшф — $ш?ф= с032ф | 13т2ф, откуда, 
по $ 12, с052ф = с05?ф — зт?ф и зт2ф = 2с05фзтф; 
при т=3 получимъ: 

(с0зф -- 1 3т ф)3 = с053ф + 31608° фзтф — 3 с0з фзш?ф — зш8ф = 
= с088ф - 4313ф, откуда с0$3ф = с053ф — 3Зс0о5фзш?ф и зтЗф = 
= 3605*фзшф — $13ф. 

Формула (6) справедлива и при цЪломъ отрицательномъ по- 
казателЪ. Напримфръ, при показатель — т имЪемъ: 
ид 1 1 1 
Ме — ["(созф - 13тф)|" — тт. созтф + зттф. 
но 1 можно замфнить выражешемъ соз0 -{ #5110; слЪдовательно 
по пункту 4: 
(1)... [(совф-зтф)-" =", > арх ы 
= "[с08( — тф) + 13щ( — тф)]. 
6. Извлечене корней. Полагая 


У*(созф + 1зтф) = Е(соз0 + 13т 60), 
гдЪ и число цЪлое, и возвысивъ обЪ части въ степень и, получимъ: 
7(с0$ф + 1зтф) = В"(соз"9 + 13тп0), откуда по 5 16 


= 
"= В"; ф=пб, и потому В=Уг; 0=-?; слЪдовательно 


® ® 
(8)..:. Их(с0зф + шф) =У +. (с05® щ®), 
т. е. при извлемен1и корня изъ мнимаго выражен1я 
надо извлечь корень той же степени изъ его мо- 
дуля, а аргументъ его раздЪлить на показателя 
корня. 

Теперь можно показать, что формула (6) справедлива и при 
дробномъ показателЪ, какъ положительномъ, такъ и отрицатель- 
номъ, напримЪръ при показателЪ ”- ‚ ГДЪ т и п числа ц$Злыя, 
причемь я будемъ считать числомъ положительнымъ, а числитель 


т имЪющимъ знакъ дроби = тогда по формуламъ (6) или (7) имЪемъ: 


["(созф + 4зтф)" =У [созф - азтф)" = Ут(созтф-ттф), 
а примЪняя ко 2-ой части формулу (8), получимъ: 


(9)... ["(созф - 1$)" = х® (603 ф- т”. 9). 
Такимъ образомъ видимъ, что формула (6) справедлива при 


всякомъ показателЪ, цломъ, дробномъ, положительномъ или 
4* 
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отрицательномъ: она выражаетъ, что модуль всякой сте- 
пенки мнимаго выражен!я вида 7(с0озф - 131ф) равенъ 
той же степени даннаго модуля, а аргументъ ра- 
венъ данному аргументу, умноженному на пока- 
зателя степени. 


ПримЪры. 
1) У3(с05120 - 251129). У23(с0з18° -{ 1511189). 
Отв. У6(с0530° -- 2511305) или ЕН 
2) (с0$36° + 131969) (с086° — 151169). 
Отв. с0830° - 151130° = Я 
2(с03850 -{ 131185") 
У 2(соз250- 1511250)* 


с03129—451112° 
©08120-{-4311120 * 


5) [4(с03129 + 131120). 
Оль. боны + ша = 160/5-ЕЗ754- 555, 


ибо $1186° равенъ половинЪ стороны правильнаго пятиугольника, 


к ЕЛА, 
Отв. У2(с0560° -|- 51160) или У 2а ин . 


4) Отв. 605249 — 1511240, 


: « р 
вписаннаго въ кругъ радуса 1, т. е. наво-тЗУ 5. 


5 
6) Найти У — 1. Отв. Выразивь —# тригонометрически, мы по 
пуниту С найдемъ: 


И=; $= Усозво? --#. 3609) — 1311(90° + #. 8605) = сов ар 
90 + Е: &. 3602 


} 


гдъ # можетъ имЪть только 5 ев значений : о, 1, 2, 3, 4, 


— ат = 


э 
а потому и У—& имЪеть 5 значен!й. 


У. НЪкоторыя дополненя къ теор уравненйй. 


$ 18. Опредьлене. Если многочленъ, содержапий нЪкоторую 
букву х, обращается въ нуль при нЪкоторомъ значени х=а, то 
говорятъ, что а есть корень этого многочлена. 

Теорема Безу. Если многочленъ 


езоа Аз” Е Ва + О ...-+ Ка -- Г 
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съ постоянными коэффищентами и цфлый относительно х раз- 
дЪлимъ на разность х— а, гдЪ а произвольное количество, то 
остатокъ отъ этого дЪлен1я будетъ нЪкоторое количество А, полу- 
чаемое отъ замфны въ данномъ многочленЪ количества х коли- 
чествомъ а. 


ДъЪйствительно, обозначивъ частное оть дЪленя даннаго 
многочлена (1) на х—а чрезъ ©, а окончательный остатокъ чрезъ 
В, получимъ тождество 


(2).... Аж -- В - Ох? + -.. + Ех + Г= 9% — а В, 


гдЪ очевидно @ есть цфлый многочленъ степени и—1; а какъ 
остатокъ В не содержить х, потому что дЪлитель х—а есть ко- 
личество 1-ой степени относительно х, то онъ долженъ сохранять 
свое значене при всякомъ произвольномъ значении х, напримЪръ 
при х=а; полагая же въ тождествЪ (2) х=а, получимъ: 


(8).... В= Аа" + Ва"—* + О" --...- Ка Г, 


потому что при х-=а множитель х—а, а вмЪетЪ съ нимъ и 
членъ @(2— а) тождества (2) обращается въ нуль. Равенство (3) 
и показываетъ, что остатокъ Ё получается изъ многочлена (1) 
замЪною въ немъ х количествомъ а. 

СлЬдстве. Если многочленъ (1) обращается въ нуль при 
д=а, т. е. если х=а есть его корень, то онъ дФлится на-цфло 
на 2—а, потому что при этомъ условии равенство (3) обращается 
въ слфЪдующее: В = 0. 

Обратно, если многочленъ (1) длится на-цЪло на х—а, то 
а есть его корень, ибо тогда остатокъ А отъ этого дЪленя есть 
нуль, т. е. 

Аа" + Ва - Са... Ка-+ Г =0, 
значить = а обращаетъ многочленъ (1) въ нуль. 

Приведеннымъ выше разсужденемъ легко убЪфдиться, что 
остатокъ оть дЪлен1я цЪфлаго многочлена (1) на двучленъ вида 
ах-- 6 равенъ результату, получаемому при подстановкЪ въ мно- 


ет 
гочленъ (1) количества + =. на МЪето 2. 


РазсмотрЪнное свойство цфлаго многочлена даетъ намъ воз- 
можность убфдиться въ справедливости предложен, относя- 
щихся до дфлимости суммы или разности одинаковыхъ цфлыхъ 
и положительныхъ степеней двухъ количествъ на сумму или на 
разность этихъ количествъ, т. е. до дЪленй вида (л" - а”): ‚@#а), 
гдЪ и число цЪлое и положительное, а именно: 

1) Двучленъ а” — а" обращается въ нуль при х=а при вся- 
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комъ цфломъ и положительномъ показателЪ и, а потому онъ по 
доказанному дЪлится на-цЪло на х— а. 

2) Двучленъ =” - а" не обращается въ нуль при 2 =а, а по- 
тому онъ на-Цфло не дЪлится на х—а; остатокъ отъ этого дъ- 
лен!я по доказанному будетъ а” - а" или За". | 

3) Двучленъ 2" —-а" при четномъ и обращается въ нуль 
при х==-а, ибо тогда (—а)" = - а" и слЪдовательно (—а)"—а" = 
—- а"—а"==0; поэтому 2” — а" при четномъ я длится на-цБло 
на х— (— а), т. е. на жа. 

`’При нечетномъ же показателЪ п” двучленъ =”— а” не 
обращается въ нуль при х —=— а, а даетъ: (—а)"—а"—= —а"—а"= 
——2а"; слЪдовательно 2” — а" при нечетномъ я не дЪлится 
на-ЦЪло на х--а, а даетъ въ остаткЪ — 2а". 

4) Двучленъ =”--а”" при нечетномъ я обращается въ 
нуль при х=—а, потому что тогда (—а)" -- а" — — а" а"=0; 
откуда заключаемъ, что двучленъ х”-- а” при нечетномъ 
дЪлится на-Цфло на х—(—а) или на «а. 

Если же показатель % число четное, то двучленъ =" -- а” 
не обращается въ нуль при #=—а, а потому онъ не дЪлится 
на таи мы въ остаткЪ получимъ: (— а)" - а" = а" а" = 23а". 

Что касается до состава частнаго въ каждомъ изъ этихъ 
четырехъ частныхъ случаевь дфлешя, то онъ намъ извЪетенъ 
изъ предшествующаго курса алгебры *), а потому мы на немъ не 
останавливаемся. 


Примфры. 


1) Многочленъ 43 — 522? -|- 8& —4 обращается въ нуль при 
х=2, а потому онъ длится на *—2. При #=3, наприм$ръ, дан- 
ный многочленъ не обращается въ нуль, а потому онъ при дЪ- 
лени на=хр— 3 даетъ въ остаткЪ 833—5.3?-8.8—4, т. е. 2, въ 
чемъ легко убфдиться непосредственнымъ дфлешемъ. 


2) Многочленъ 223 — 32° —8х—83 обращается въ нуль при 


я — — 


>; слЪдовательно онъ дЪлится на => на-цЪло. 

3) Многочлен 4*-- а36 — 2а?6? -- абз—6* дЪълится на-ЦЪло на 
а—6, потому что онъ обращается въ нуль при а=. 

Не произведя дЪленшя, найти остатки: 

4) Оть дЬлен1я 22% — 823 1227 --7%—39 на ж—2. Отв. — 9. 


5) Оть дЪленя 45 — 848 —22--3 на 2-5. Отв. В. 


=) См. элементарную алгебру Я. Блюмберга, 3-е издане 1893 г., $ 29. 
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6) Оть двлешя 252% —в=— т: на 52—2. Отв. — 55. 
7) Оть дьлешя —328-- 42 — 0,5х — 14,(8) на 324. Отв. 0. 


8) При какомъ значенш а многочленъ 23—22? 32 -- а ДЪ- 


лится на #— 2? Отв. а= — 6. 
9) При какомъ значен!и а многочленъ 524-- 23—а2*—8ж--1 
дфлится на 5—1? Отв. а = 10,4. 


10) При какихъ коэффищентахъ а и В многочленъ 

че ы . 

ав — 55 2 -|- 12,58 — ва? -2--4 длится на 22?-- 2—1? 
3 2 
Отв; а=— 8 Е 6=—5%. 


(Указане: 222-- х—1 = (2-1) (2—1), при чемъ оба эти со- 
множителя взаимно-простые, и потому данный многочленъ дол- 
женъ дфлиться порознь на 1 и на 2х — 1). 


$ 19. Примьнене теоремы Безу къ разложению цБлаго много- 
члена на линейные сомножители. Въ предыдущемъ $ мы видзли, 
что если многочленъ 

М=Аж-- Вх -- Ох... Каж-- Г, 

степени и и цБлый относительно х имЪетъ корень = а, то онъ 
длится на х— а и потому разлагается на два сомножителя 
именно: М = 0(5— а), гдЪ @— частное оть дЪлешя М на х— а 
есть многочленъ степени и—1. Но то, что сказано о многочлен® М, 
примЪнимо и кь многочлену @; слФдовательно, если @ имЪетъь 
корень х=ь, то онъ дфлится нё-цЪло на г—6 и потому @= 
(*(х —5), гдЪ 09’— частное оть дленя О на 2—6 есть много- 
членъ степени я—2, а слЪдовательно М = 09(2— а) (&— 5). 

"Такимъ же образомъ найдемъ, что М=О“(х—а) (#—5) (1—6), 
если @’ имфеть еще корень 2=е, причемъ @” есть цЪлый мно- 
гочленъ степени % — 3 и т. д. Если поэтому веЪ корни много-. 
члена извЪстны, то посл5дн! можеть быть разложенъ на линей- 
ные сомножители, т. е. на сомножители 1-ой степени относи- 
тельно перемЪнной г. 

Такъ, напримфръ, замЪчая, что многочленъ 23— 522 -|[ 8х — 4. 
обращается въ 0 при &д=Ти 2=2, мы получимъ: 

13 — 52° -|- 82 —4= (4?— 42-4) (#— 1= (#— 2) ({#— 1). 

Такъ же, замЪчая, что многочленъ 

М = 225 — 44 — 953-3442 — 112 — 15 


1 
обращается въ 0 при 2=1, —3Зи — о И ЧТО ОНЪ слЪдовательно 


длится и на 2—1, и на #--3, и на #-. ъ, получимъ: 
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М=(=— Пе) (#1) © — в#-- 10) = 
== (1 — 1) (#-1 3) (2=-[ 1) (2? — 3-25). 
Здьсь множитель 2—3».-+-5 не обращается въ нуль ни при 


какомъ вещественномъ значен!и =, а потому дальнфйшее разложе- 
не на вещественные сомножители невозможно. аа 


2 — За 5 = (42—82 21) аа = (= — 5) {2 т, 
а какъ (> — +), какъ квадратъ, есть величина положительная 
при всякомъ вещественномъ =, то 2——8х +5 въ нуль обратиться 


не можеть. Но онъ можетъ быть разложенъ на 2 мнимыхъ мно- 
жителя, ибо 


нууу Нео) 


Такимъ образомъ видимъ, что данный многочленъ М разла- 
гается на 5 линейныхъ множителей, изъ коихъ два — мнимые. 

Изъ всего здЪеь сказаннаго заключаемъ, что имфя цЪлый 
многочленъ 


дам + Вг- { бра... + К + 


и нашедши какимъ-нибудь образомъ его корни или только нЪ- 
которые изъ нихъ, мы можемъ его представить въ видЪ произ- 
ведения изъ столькихъ линейныхъ множителей, сколько знаемъ 
корней, и одного многочленнаго множителя высшей степени, 
причемъ линейные множители суть разности между г и каждымъ 
. изъ извЪетныхъ корней, а множитель высшей степени пред- 
ставляеть частное отъь дЪлен1я даннаго многочлена на произве- 
деше всЪхъ извЪстныхъ его линейныхъ сомножителей. 


Обратно, имЪя произведене 
(2 — а) (х —5) (#— с)... (&— №), 


мы можемъ быть увЪрены, что а, Ь, с,...й суть его корни, ибо 
оно дЪлится на каждый изъ двучленовъ #— а, #— 6, #—с,... 
2—й, притомъ эти корни единственные, потому что при всякомъ 
другомъ значени х ни одинъ изъ двучленныхъь множителей 
х— а, #—6, 1—с,... не равенъ нулю; значить и данное произ- 
веденйе не обращается въ нуль. 


$ 20. Случай возможности понижен!я степени уравненя. Зная 
одинъ или н$Фсколько изъ корней уравнен1я п-ой степени съ 
однимъ неизвЪстнымъ 2 вида 


(1).... Ая В Об... - Ка + Г==0, 
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можно на основан изложеннаго въ $ 18 понизить степень его, 
т. е. можно дойти до уравненя низшей степени и этимъ самымъ 
опредФлить и остальные корни уравневя (1), если только пони- 
женное уравнен!е разръшимо для насъ элементарнымъ премомъ. ^ 


Дъйствительно, положимъ, что мы какъ-нибудь узнали, что 
уравнене (1) имЪеть корни а, В, у,... и, "—-чиеломъ р, гг рп; 
тогда первая часть этого уравненйя должна дЪфлиться на каждую 
изъ разностей х— а, х—В, х—7,...г—и и т—т, а слЪдовательно 
и на ихъ произведене; значитъ уравнене (1) можно напи- 
сать такъ: 


(2)....(=—а)(@—В@-—»...в-м@а—».9=0, 
ГД @ очевидно есть многочленъ степени и—р и представляетъ 
собою частное отъ дЪлевя первой части уравненя (1) на произ- 
веденше приведенныхъ р разностей. Но уравнене (2), слЪдова- 
тельно и уравнеше (1) удовлетворяется не только корнями а, р, у, 
...ШИУ, то и такими значенями неизвЪстнаго ж, при которыхъ 
многочленъ @ обращается въ нуль, а потому для нахожденя 
этихъ значений полагаемъ @ =0 и рЪшаемъ это уравнене сте- 
пени и— р. Такимъ образомъ степень уравненя (1) понижена 
на р единицъ, т. е. на столько единицъ, сколько извЪетно корней 
изъ веего числа корней уравненйя. 

Прим5ръ. Положимъ, что мы какъ-нибудь узнали, что урав- 
нене 6-ой степени 


(3).... 268 — 25 — 824 — 153 + 2722 + 216 х— 824 =0 
имЪеть корни 2=2 и х=—3; тогда первая часть его должна 
длиться на (2—2) (х -+- 3); т.е. на 2 +2 —6, причемъ частное 
будеть 1—2 —272 +54, а потому степень даннаго уравневя 
можеть быть понижена на 2, именно мы приходимъ къ урав- 
неню 4-ой степени: 


(4)....#— 252 —972-р 54 =0, 
корни котораго будуть конечно корнями и даннаго урав- 
ненйя (3). 

Но рьшене полныхъ уравнен! 4-ой степени не входитъ въ 
курсъ элементарной алгебры (за исключешемъ развЪ возврат- 
ныхъ), а потому они вообще для насъ неразрЪшимы; но въ 
данномъ случаЪ первая часть уравненйя (4) легко разлагается на, 
множители именно: 

2 — 228 — 272 + 54 = а2(2—2) —27(#— 2) = (2—2) (28 — 27) = 
= (*— 2) (+ — 3) (2? + 3+9), 
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откуда видно, что уравненше (3) иметь еще корни х =2 и #=83, 
а потому степень уравнен!я можетъ быть понижена еще на 2, и 
мы приходимъ къ квадратному уравнен!ю 


22 3=--9==0, откуда х, —=5(—1 +573); а. =— 2 (1+ ИЗ), 
слЪдовательно уравнене (3) имфетъ 6 корней: 
2, 2, —8, +8, #1 УЗи— 3 а--73), 
изъ коихъ 4 — вещественные, а 2 — мнимые сопряженные. 


$ 21. 0’ числь корней уравненя. Всякое алгебраическое урав- 
нене по раскрытш въ немъ скобокъ и по ‘уничтоженйи знамена- 
телей и радикаловъ, содержащихъ неизвЪстное г, приводится 
къ виду: 
(5).... 42" 4 В -- + ...+ Кё + Г=0, 


гдЪ и число цълое и положительное, коэффищенты 4, В, 0,... 
К, Г, — числа постоянныя, вещественныя или мнимыя. 


Изъ предшествующаго курса алгебры знаемъ, что уравнене 
1-ой степени съ однимъ неизвЪстнымъ имЪеть 1 корень, урав- 
нене 2-ой степени — 2 корня, которые могутъ оказаться и мни- 
мыми, биквадратное имЪеть 4 корня, уравнен!е (3), приведенное 
въ предыдущемъ $, имЪло 6 корней; словомъ на разрЪшенныхъ 
нами доселЪ уравнешяхъ мы подмЪтили, что уравнее каждый 
разъ имЪфло столько корней, сколько было единицъ въ показатель 
степени уравненя. Спрашивается, есть-ли это общее свойство 
‘уравненй ? — Французсю! математикъ Коши (Саасву) доказалъ, 
- что всякое уравнене вида (5) при цфломъ показателЪ пи съ 
постоянными коэффищентами А, Б, (,...имЪетъ по крайней мЪръ 
одинъ корень, хотя бы и мнимый. Основываясь на, этой теоремЪ, 
доказательство которой мы здЪеь привести не можемъ, легко 
доказать, что уравнен1е вида (5) имЪетъ и корней, т. е. 
столько корней, сколько есть единицъ въ показа- 
телЪ степени этого уравнен!я. 

Дъйствительно, обозначивъ ради краткости первую часть 
уравненйя (5) чрезъ Х„, мы на основаши теоремы Коши можемъ 
утверждать, что уравнене Х, —0 имЪеть по крайней мЪрЪ одинъ 
корень 5 =, а потому Х„ длится на х-—а, (8 18); слЪдовательно, 
если частное отъ этого дзлевшя обозначимъ чрезъ Х„ 1, то полу- 
чимъ уравнене 

Х, = (#— а). ХХ, =0, х 


ГДЪ Х, , есть цълый многочленъ степени я—1 и имЪетъ оче- 
видно высшимъ евоимъ членомъ Аз”. 
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Но послЪднее уравнен!е удовлетворяется не только при #я==а, 
но и при тЪхъ значеняхъ г, при которыхъ Х, ,=0; это же урав- 
нене по теоремь Коши имЪФеть по крайней мЪрЪ одинъ корень 
х=а.; слфдовательно, по тому же 8 18, Х„_: = (.— а). Хьои 
потому 
Х„ = (1 — 4,) (т — а5). Х„_2=0, 


гдЪ частное Х,„ » есть цълый многочленъ степени и„—2 и имЪеть 
высшимъ своимъ членомъ Ад” *. 

Но послЪднее уравнене удовлетворяется и при такихъ зна- 
ченяхъ 2х, при которыхь Х"*=0; это же уравнене по теоремЪ 
Коши опять имЪеть по крайней мЪрЪ одинъ корень 2 = а и 
слЪдовательно 

Х, = (х— а) (1— а) ( — а.) Х„_з=0, 
ГдЪ частное Х, з есть цфлый многочленъ степени и—8 и имЪетъ 
высшимь своимъ членомъ Ал” %. 

Разсуждая такимъ же образомъ дальше и подвергая частное 
Х„з и слВдуюция за нимъ частныя Х„ а, Х„5,...ТВмъ же опе- 
ратйямъ, какъ мы подвергали Х„_: и Х, о, мы каждый разъ по- 
лучимъ новый линейный множитель, а степень частныхъ будетъ 
послЪдовательно убывать на 1, причемъ выспйе члены этихъ 
тастныхъ всегда будуть имфть все тотъ же коэффищентъ 4, такъ 
что мы наконецъ дойдемъ до частнаго Х. == (2 — а„_1)Х,, гдЪ Х, 
очевидно имЪетъ видъ Ах - т или А(1— а„), ГДЪ а, —= — т ; слЪ- 
довательно уравнеше (5) окончательно приметъ видъ 

А(х — а!) (< — а5)(х — аз)... (1— аа) (х — а,) = 0. 

Ясно, что это уравнене удовлетворяется при слЪдующихъ 
п значеняхъ неизвЪетнаго: 1—4, х==45, х=аз,...тп==а, (ИзЪ 
нихь нФкоторыя могутъ быть и равными) и только при этихъ 
значеняхъ, ибо при всякомъ другомъ значеня х ни одинь изъ 
двучленныхъ множителей 1-ой части нашего уравнешя не обра- 
щается въ нуль, а слЪдовательно само уравнеше не можетъ обра- 
титься въ тождество. 

$ 22. 0 сопряженности мнимыхъ корней алгебраическаго урав- 
неня съ вещественными коэффищентами. 

Теорема. Если алгебраическое уравнен1е 

Аа” + Ви - О... Ки Г=0 
съ вещественными коэффиц1ентами 4, В, С,... 


имфетъ мнимый корень а + 1%, то оно имЗетъ также 
сопряженный корень а — 2+. 
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ДЪйствительно по $ 13 всЪ основныя дФйствя надъ ком- 
плексными выраженями вида а-- 8 даютъ въ результатЪ ком- 
плексныя же выраженя того же вида; слБдовательно, если а - 8 
есть корень даннаго уравнен1я, то при подстановкЪ въ него «а -- В 
на мЪсто х получимъ тождество вида Р-+ 4—0, изъ котораго 
по $ 12 должно быть отд$льно Р—0 и @=—0. Подставимъ теперь 
въ данное уравнене а«— В на мъсто «; тогда первая часть его 
обратиться въ Р— (, потому что замфна въ многочленЪ выра- 
женя а-- В выраженемъ а«— 8 равносильна перемфнЪ въ немъ 
- на — ($ 13 примЪчаше 2); ‘а какь Р-—=0 и @—=0, то полу- 
чаемъ тождество Р — 4—0. Это и значить, что а — В: также 
есть корень даннаго уравненйя. 

Сльдстве. При четномъ показателЪ % наше уравнене или 
вовсе не имЪетъ вещественныхъ корней, или имЪеть ихъ четное 
число; при нечетномъ же и” уравнене имФетъ нечетное число 
вещественныхъ корней, а слЪдовательно по крайней мЪрЪ одинъ. 

$ 23. 0 преобразованяхъ уравненй и случаяхъ ихъ эквива- 
лентности. Два уравнен!я называются тождественными или 
эквивалентными, часто и равнозначащими или 
равносильными, если всяюИ корень каждаго изъ нихъ есть 
также корень другого; таковы, напримЪръ, уравнен!я 

5х —9—2х и 8х +- 30 — 13х, 
ибо каждое изъ нихъ удовлетворяется только при = 8. 

Два или нЪфсколько уравнешй называются совокупными, 
когда изъ всфхъ корней отдЪльныхъ уравнен требуется опре- 
. дДЪлить только общуе ихъ корни, т. е. ть, которые удовлетво- 
ряли бы всфмъ даннымъ уравнешямъ одновременно. 

Ръшеше уравнен!й основывается на слЪдующихъ теоремахъ. 

Теорема 1. Если къ обЪимъ частямъ уравнен1я 
прибавимъ или изъ нихъ вычтемъ по равному ко- 
личеству, безразлично, содержитъ ли оно неиз- 
вЪстныя, или не содержитъ ихъ, то получаемое 
уравнен1е будетъ тождественнымъ съ даннымъ. 

Положимъ, что уравнеше 


Пек дань) 
съ произвольнымъ числомъ неизвЪстныхьъ г’, у, 2,... имЪеть нЪ- 
которое рЬшеше =—а, у— В, 2—7..., Т. е. обращается при 
этихъ значешяхъ неизвЪфстныхъ въ тождество, и придадимъ къ 
обЪимъ его частямъ по количеству $(х, у, 2,...), которое въ част- 
ности можеть и не содержать неизвЪстныхъ и быть положитель- 
нымъ или отрицательнымъ; докажемъ, что получаемое уравнене 
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2). г. Же, уаз ув..) = Да уд...) 9, у, 2а,..) 
эквивалентно съ даннымъ уравнешемъ (1). 

Дъйствительно по услов!ю равенство Ка, В, у,...) = (а, В,у,...) 
есть тождество, а потому и равенство 


(8).... Ка, В, 7,.. + 9(, В, у,...) = В, В, +,...) + Ф@, В, 7,...) 


есть тождество; а это показываетъ, что всякое рьшеше уравне- 
ня (1) есть также рЬшене уравневя (2). 

Обратно, всякое ръшене уравнешя (2) есть также рьшеше 
уравневя (1). Въ самомъ дЪлЪ, полагая, что уравнене (2) имЪетъ 
нЪкоторое рьшене х=а, у=В, 2=7..., заключаемъ, что ра- 
венство (3) есть тождество; а придавъ къ обЪимъ частямъ его 
по — (а, В, у,...), получимъ опять тождество 


Ка, В, 7, .. .) = А (а, В, 7, .. ). 

Это значитъ, что всякое рЪъшене уравневя (2) есть также 
рЪшене уравненйя (1). 

Изъ сказаннаго заключаемъ, что уравневя (1) и (2) экви- 
валентны. 

Эта теорема остается очевидно справедливой, если вмЪето 
Ф(х, у, 2,...) возьмемъ какое-либо постоянное количество. 

Теорема 2. Если обЪ части уравнен1я умножимъ 
или раздЪлимъ на одно и то же постоянное коли- 
чество, неравное нулю, то получаемое уравнен!е 
будетъ эквивалентнымъ съ даннымъ. 

Положимъ, что уравнеше (1) имЪетъ нЪкоторое рЪшеше 
= =а, у=р, г=7... и умножимъ обЪ части его на постоянное 
количество я, неравное нулю ; докажемъ, что получаемое уравнене 


А Е УР: НЮ, 
эквивалентно съ даннымъ уравнешемъ (1). Въ самомъ дЪлЪ по 
условшо равенство Ка, В, у,...)=р(а, В, у,...) есть тождество, 
а потому и равенство 


(сеты 


есть тождество; это показываетъ, что всякое ръшене уравнешвя (1) 
есть также рЪшене уравненйя (4). 

Обратно, всякое рьшеше уравненя (4) есть также ръьшене 
уравнешя (1). ДЪйствительно, если уравнен!е (4) имЪеть нЪко- 
торое ршеше х=а, у=р, 2=7..., то равенство (5) есть тожде- 
ство; а раздФливъ обЪ части его на постоянное количество я, по- 
лучимь опять тождество 


Ка, 8, у...) = (а, Днугых: 
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Это значитъ, что всякое ръьшен!е уравневня (4) есть также ръше- 
не уравненйя (1). 
Отсюда заключаемъ, что уравнен!я (1) и (4) эквиваленты. 
Такъ какъ доказанное не исключаетъь дробныхъ значеши 


1 - 
множителя я, напримЪръ, если и — „, то заключаемъ, что уравнен!я 


Пао денусв. о) 
Е Де, Пя] 
т т 

Примьчанге. °Въ предыдущей теоремЪ мы сдЪлали услове, 

что множитель п не равенъ нулю. Это услове необходимо, по- 

тому что въ противномъ случаЪ уравнен1я (1) и (4) не равно- 

значапия. ДЪйствительно, уравнене (4) при и=0 обращается 

ВЪ тождество 0=0 независимо отъ значений неизвЪстныхъ, 

обращающихъ [х, у, 2,...) и [ (2, у, 2,...) въ тождественно рав- 

ныя величины, т.е. уравнене (4) удовлетворяется не только при 

ТЪхь значешяхъ неизвЪетныхъ, при которыхъ удовлетворяется 

уравнен!е (1), но и при всякихъ произвольныхъ значеняхъ не- 

извЪетныхъ, при которыхъ Кх, у, 2,...) ий(2, у, 2,...) могуть и 

не становиться равными. 

$ 24. Случаи введеня въ уравнене постороннихъ корней или 

исчезновеня существующихъ. Въ предыдущемъ $ мы видБли, 
что уравненя | 


(1):...Иху, 2,...)=И (у, 2,...), @)....пИж у, 2, ет (@,у,а,...) и 
(8). Их, у, 2,...) Ё( у, 2,...) 


у т 
тождественные, т.е. что всЪ рьшен1я одного какого-либо изъ нихъ 
удовлетворяютъ каждому изъ остальныхъ двухъ, если и число 
постоянное, неравное нулю. 

Посмотримъ теперь, что произойдетъ, когда обЪ части урав- 
неня умножимъ или раздЪлимъ на количество я, содержащее 
неизвЪстныя. : 

Если обЪ части уравнен!я {1) умножимъ на цЪлое количе- 
ство и, содержащее неизвЪстныя, то получаемое уравнеше (2) мо- 
жетъ вообще не оказаться эквивалентнымъ съ уравнетемъ (1). 
Дъйствительно, уравнене (2) обращается въ тождество во пер- 
выхь при тЬхъ значешяхъ неизвЪстныхъ, при которыхъ [х, у, 
2,...) и [(х, у, 2,...) становятся тождественно-равными, такъ 
что эти рьшенвя будуть и рЪшен1ями уравневня (1), во вторыхъ 
уравнеше (2) обращается въ тождество еще при тЪхъ значешяхъ 
неизвЪстныхъ, которыя, не обращая уравненйя (1) въ тождество, 


также эквивалентны. 
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обращаютъ множитель я въ нуль, а слЪдовательно самое урав- 
нене (2) въ тождество 0=0, такъ что эти рьшешя или нЪкото- 
рыя изъ нихь.могутъ оказаться посторонними, а тогда уравне- 
не (2) — не эквивалентно съ даннымъ. 
Такъ, напримЪръ, если обЪ части уравненя 


62 —2—7- 8х, 
которому удовлетворяетъь только х=3, умножимъ на 4 —2х, то 
получимъ уравненше 

(65 —2) (4—2) = (7- 382) (4 — 22), 
имфющее два корня: х, =3 и х.=2, изъ которыхъ однако вто- 
рой, обращаюций въ нуль двучленъ 4—2х, не удовлетворяеть 
первоначальному уравненю и потому онъ постороннйй. 

Обратно, если обЪ части уравненя и(х, у, 2,...) = п (х,у,2,...) 
раздълимъ на обийй множитель и, содержапий неизвЪстныя, 
то получаемое уравневшя [х, у, 2,...) =/ (=, у, 2,...) вообще не 
будетъ эквивалентнымъ съ даннымъ. Въ самомъ дЪлЪ, между 
ръшешями даннаго уравненя существуютъ тавя, которыя обра- 
щаютъ (сх, у, 2,...) и р (©, у, 2,...) въ тождественно-равныя вели- 
чины, такъ что эти рЪшен!я будуть также рьшенями сокращен- 
наго уравневшя Кх, у, 2,...) = (а, уч, 2,...); но данное уравнене 
можетъ имЪть еще и тащя рЪшен1я, которыя, не обращая Дх, у,2,...) 
и / (2, 9, 2,...) въ тождественно-равныя величины, обращаютъ 
общ множитель и въ нуль, между тЪмъ какъ сокращенное 
уравнеше Кх, уч, 2,...) = р (®, у, 2,...), лишенное этого общаго мно- 
жителя, липтится и сказавныхъ рьшенй. Такъ, напримЪръ, если 
обЪ части уравнешя 

5%(2? — 1) = 2(4? — 1), 


2 
имЪфющаго три корня: 2, =1, х.=—1, аз= 5» раздълимъ на ихь 
обийй множитель 21°—1, получимъ уравнеше 52=2, имъющее 


одинъ только корень 2=5; 
лишилось двухъ корней, именно тъхъ, которые обращаютъ исклю- 
ченный множитель 12 —1 въ нуль. 

Можетъ случиться, что по раздфлен!и обЪихь частей урав- 
неня на ихъ общ множитель, содержащ неизвЪстныя, по- 
лучается невозможный результатъ, а потому такого общаго мно- 
жителя исключать не слЪдуетъ. Такъ, напримЪръ, если обЪ 
части уравненя 


слЪдовательно данное уравнене 


5(х —2) =3(х—2), 
имфющаго одинъ корень х=2, раздЪлимъ на х—2, получимъ 
нелЪпый результатъ 5 =8. 
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Изъ всего сказаннаго въ этомъ $ слЪдуетъ, что если при- 
дется умножить обЪ части уравнен1я на количество, содержащее 
неизвЪстныя, какъ это бываетъ при уничтожен! дробныхъ чле- 
новъ уравнешя, то изъ всего числа рЪшенй получаемаго урав- 
нен1я слЪдуетъ откинуть, какъ постороннйя, тЪ, которыя, не удов- 
летворяя первоначальному уравнен!ю, обращаютъ введенный мно- 
житель въ нуль. Обратно, если 00 части уравненйя имЪфють 
общ множитель, содержапий неизвЪетныя, то мы вправЪ его 
исключить (за нЪкоторыми исключен1ями); но для получешя 
всфхъ рьшенш первоначальнаго уравненя надо кь рьшевямъ 
сокращеннаго уравнешя присоединить еще тЪ, которыя обра- 
щаютъ въ нуль исключенный множитель. * 

Ясно, что если 0бЪ части уравненя умножимъ или раздЪ- 
лимъ на дробное количество, содержащее неизвЪетныя, то нЪко- 
торыя рьшешя получаемаго уравнешя могутъ оказаться поето- 
ронними, друя — исчезнувшими : посторонними могутъ оказаться 
тая рьшеня, которыя обращаютъ въ нуль числитель дробнаго 
множителя или знаменатель дробнаго дЪлителя, а исчезать могуть 
тая рЪшеня, которыя обралцаютъ въ нуль знаменатель дробнаго 
множителя или числитель дробнаго дЪлителя. 

Такъ, напримЪръ, умноживъ обЪ части уравнен1я 

Зж(® — 1) =2— 1, 
Е - Е 1 ЖЗ г : 
имЪющаго два корня; э = 1, 2. =5, на 5, получимъ Уравнене 


3а{2—1) (2-3) _ (2—1) @-3) „ „и 2—1) @-8) Вг—@-1)] _ |) 


2%2—1 22—1 2—1 ы 
или по сокращени (х — 1) (= 3) =0, 
имъющее корни: 2 =1, #“ =р—8; сличивъ же эти корни съ кор- 
нями даннаго уравненя, видимъ, что корень =” = — 8 посторон- 


\ 1 
нш, а корень эх, = исчезъ. 


Обращаемъ внимаше на слБдующ случай, могупий пред- 
ставляться при рьшени уравнен1я съ дробными членами, знаме- 
натели которыхъ содержатъ неизвЪстныя. 

Можетъ случиться, что какой-нибудь корень 2 = а уравневя, 
получаемаго изъ даннаго по уничтожени въ немъ дробныхъ 


: 0 
членовъ, обращаеть нЪкоторые члены даннаго уравневя въ 


или въ со. Въ первомъ случаЪ надо заключить, что оба члена 
такой дроби длятся на «— а ($ 18, слЪдетв!е), а потому, сокра- 
тивъ дробь на — а, мы этимъ раскроемъ неопредЪленность; во 


м 

второмъ случаъ, т. е. когда нЪкоторые дробные члены послЪ ихъ 
переноса въ одну часть уравнешя при х = а обращаются въ без- 
конечности съ одинаковыми знаками, то, конечно, получится 
невозможный результатъ: со = конечной величинЪ или въ част- 
ности нулю, а потому тогда корень а — постороннй ; если же нЪ- 
которые дробные члены обращаются въ безконечности съ раз- 
ными знаками, то неизвЪстно, есть ли а корень даннаго урав- 
неня или нФтъ, потому что со — со есть неопредЪленность, по- 


0 | 
добная 5. Для раскрытя этой неопредфленности соединяемъ 


въ одну дробь т дробные члены, которые при 2 =а обращаются 
ВЪ со, сокращаемъ ее сполна и затЪмъ въ уравнении полагаемъ 
1 =—а; если получится тождество, то а есть корень даннаго урав- 

нения, въ противномъ же случаЪ онъ — постороннйй. 
Прим5ръ 1. Ръшить уравнене РЕ т. ВОО Е 
4—5 3—2 


Рьшене. По уничтожен!и знаменателей получимъ 


; 1 
22° —5х-+2=0, откуда х, =2, =; 


корень 2; =2 удовлетворяеть данному уравненш, а при х=-5 
ь 0 2 : 
уравнеше принимаетъ видъ =, откуда на основани слЪд- 


ствя 8 18 заключаемъ, что дробь первой части даннаго уравнен!я 
1 : : 
сократима на х — 5; послЪ этого сокращен1я получимъ уравнене 


а 
5—2 82а’ 


— 


имфющее только корень х=2; значитъ корень х= 5 посто- 
роннйй. 


Примьръ 2. Рыпить уравнеше а ар ры =. 


РЬшене. Уничтоживъ знаменателей, получимъ 


12° —ж—2=0, откуда 2, =9, 25 = — 1. 
Корень х, =2 удовлетворяетъ данному уравненю, а корень 
х. =—1 даетъ невозможный результатъ: со - со =1; елЪфдова- 
тельно этотъ корень — посторонний. 


Примьръ 3. РЪшить уравнеше те 5. 


| 6 сы 
24 бе 
Рьшене. По уничтожен!и знаменателей получимъ 
8 


уда х, =4, х5 = —— 


512.— 12х — 32 = 5. 
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Второй изъ этихъ корней удовлетворяетъь данному уравне- 
ню, а первый обращаетъ его въ равенство 


1 Е 
со— < =5; 


для раскрыт!:я здфсь неопредЪленности соединимъ первыя двЪ 
дроби даннаго уравнен1я въ одну несократимую, тогда получимъ: 


1 1 
а Ра, 


что при х = 4 не обращается въ тождество; слЪдовательно корень 


2 ==4 — посторонний. 


Примьръ 4. Ръшить уравнеше = + 2556 + = 5 = 5. 


Рьшене. Уничтоживъ знаменателей, получимъ уравнеше 
24(х — 4) =х(х —4) (2+2) или (х — 4)[24 — *(®--2)] =0, 


имЪющее корни 2, = 2. =4; 2; = — 6, изъ коихъ послЪднй обра- 
щаетъ данное уравнене въ тождество, а при х==4 уравнене 
принимаетъ видъ 
1 1 

ее она: В 
повторивъ же указанное въ примЪрЪ 3 преобразоване, получим 
уравнен!е 

1 1 х 

а? Газ 1, 
удовлетворяющееся и при х —=— 6, и при х = 4. 
7 Если всЪ дробные члены уравнен!я, содержаице неизвЪстныя, 
перенесемъ въ одну часть и соединимъ въ одну несократимую 
дробь, и затЪмъ уничтожимъ знаменатель, то получаемое урав- 
нен!е всегда окажется эквивалентнымъ съ даннымъ. 

Положимъ, что имЪемъ уравнен!е 


р = —С, 


А 
гдЪ дробь -; есть совокупность всЪхъ дробныхъ членовъ урав- 


нен1я и несократима, С — совокупность всЪхъ членовъ, цфлыхъ 
относительно неизвЪстныхъ, и умножимъ 06% части уравненя 
на В; тогда получимъ: 
а НЕЕ 

гдЪ Аи В по условю не имфють общаго множителя, содержа- 
щаго неизвЪстныя, а потому умноженемъ обЪфихъ частей уравне- 
шя (р) на В новый обцйй множитель въ нихь не вводится, зна- 
чить и не вводится постороный корень, т. е. уравневя (у) и (4) 
эквивалентны. 
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Такъ, напримЪръ, если бы мы дробные члены въ примЪрЪ (3) со- 
единили въ одну несократимую дробь, то мы получили бы уравнене 


5=5, 


8 
> + 


имъющее лишь корень х = — удовлетворяюций данному урав- 


5 , 
неню, а вышенайденный постороный корень х = 4 не появился бы. 
Замфтимъ еще, что если въ уравневйи съ однимъ неизвЪст- 
нымЪ х есть дробные члены, содержапие это неизвЪетное, то 
оно иногда имЪфетъ корень 1 = со, который обыкновенными пр!е- 
мами рЪъшеня не обнаруживается; это имЪеть мЪето тогда, когда, 
по переносЪ всЪхъ членовъ въ одну часть уравнешя и по ихъ 
соединеши въ одну дробь числитель оказывается многочленомъ 
низшей степени, чмъ знаменатель. ИмЪя, напримЪръ, уравневше 
о а 
2—1 Г (#132 -2) За 
и сдБлавъ указанное преобразоване, получимъ уравнене 
4... аа, 
которое обычнымъ премомъ ръшешя, т. е. уничтожешемъ зна- 
менателя, даеть 


21'—п— 6 =0, откуда 2, =2, 25 = — 


2] © 


; 
но наше уравненше (») обратится въ тождество и тогда, когда 
знаменатель его первой части обратится въ со, а это при цЪ- 


ломъ многочленномъ знаменателЪ возможно лишь при х == оо, а 
какъ тогда и числитель обращается въ со, то первая часть урав- 


. со : 
неня (г) принимаеть неопредЪленный видъ -—. Для раскрыт!я 


этой неопредЪленности разд$лимъ числитель и знаменатель на 

2, т. е. на высшую степень неизвЪстнаго, встрьчающуюся въ 

числителЪ (а на это имемъ здЪсь право, такъ какъ единственный 

корень, который при этомъ можеть исчезнуть, есть х =0, который 

однако не удовлетворяетъ данному уравнен!ю); тогда получимъ: 
1 6 


ВА 


в 2 
р быт 
а? 
Если здЪеь х станемъ неограниченно увеличивать до оо, то 
ар: в 2 
дроби =, = и-ь будуть уменьшаться, стремясь къ нулю, а слф- 
2 2 
довательно дробь первой части стремится къ „|, т. е. къ — 
или къ 0, такъ что въ предЪлЪ получимъ тождество 0 = 0. 


5* 


68 


Такимъ образомъ убЪждаемся, что наше уравнене кромЪ 
3 1 Г 
корней 2 и — =, получаемыхъ обычными премами рЪшеня 


уравненйй, имЪетъ еще корень 2 = оо. 

Если же степень числителя равна степени знаменателя или 
выше ея, то уравненше не можетъ имфть корня == со, въ чемъ 
можно убфдиться вышеуказаннымъ преобразованемъ уравнен1я. 

При ршени уравненй съ радикалами или съ дробными 
_ степенями неизвЪстныхъ также случается, что не всЪ получаемые 
корни удовлетворяютъ данному уравненю. Это происходитъ отъ 
того, что для уничтожен!я радикаловъ или дробныхъ показателей 
мы обЪ части уравненя возвышаемъ въ степень, а тогда урав- 
нене можетъ пробрЪети посторонше корни. ДЪйствительно, если 
обЪ части уравненя А = В возвысимъ въ цфлую и положитель- 
ную степень я, получимъ уравнене 


А" = В" или А"— В*"—==0, или 
(А ный В) (А"—1 - А*—2В-- А"-8В2-- и -— 8") —ь. 0, 
а это уравнене распадается на два: 
А—В=оди А" *-- АВ - АБ? |... В" = 0, 

изъ которыхъ первое тождественно съ даннымъ, между тЪмъ какъ 
корни второго, удовлетворяя уравнен1ю А” = В", могутъ не удовле- 
творять данному уравненю А = В. 

Такъ, уравнене 3х +5Их==12 приводится къ уравненю 
922 — 975 = — 144, корни котораго суть 


7 ‚ 
я.= 1-5 И <. =9; 


второй изъ этихъ корней, удовлетворяя уравненшюо, освобожден- 
ному отъ радикала, не удовлетворяетъ данному уравнен!ю, если 


изъ двухъ значенй радикала Ух требуется взять только поло- 
жительное. 

Можетъ случиться, что никакой изъ получаемыхъ корней 
не удовлетворяеть данному уравненю съ радикалами. Такъ, 
напримЪръ, уравнеше 

Уз 4-+У—1=1 
по освобождени его отъ радикаловъ даетъ единственный корень. 
д==5, но и онъ не удовлетворяеть данному уравненю. За- 
мЪтимъ, что рьшене х=5 есть корень уравненя Уж+4-- 
—УИ—1=1. 

Обратно, если изъ обфихъ’ частей уравненйя извлечь корень, 
то оно чрезъ это теряеть одинъ или нЪеколько корней. ДЪИ- 
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ствительно, если уравневше А" = В” или А" — В" —0, тождествен- 
ное съ уравнешемъ 
(А — В) (А*’—1- А-В + АВ? --...-- В" 1) = 0, 

замнимъ уравнешемъ А = В, то корни посл$дняго удовлетво- 
рятъ данному, такъ какъ они обращаютъь множителя А — В въ 
нуль; но данное уравнене помимо этихъ корней имфеть еще 
таке, которые обращаютъь въ нуль многочленъ множитель 
А" -|- АВ -{- АВ? -|-...--В"1; эти-то корни и теряются. 

Рушеше совокупныхъ уравнешй основывается какъ на двухъ 
теоремахъ, разсмотрЪнныхъ нами выше, такъ и на слЪдующихъ. 

Теорема 3. Любое изъ и совокупныхъ уравнен1й 
можно, сохраняя остальныя, зам нить другимъ, 
получаемымъ почленнымъ сложен1емъ или вычи- 
тан1емъ замЪняемаго уравнен!я и произвольнаго 
числа изъ остальныхъ, причемъ новая система 
уравнен1й будетъ эквивалентна съ данною. 

Докажемъ, напримфръ, что система ® совокупныхъ уравней 


Аг 38 

А, — В, 

А. = В, 

ее А; = В, 

м: 

эквивалентна съ системою я уравненй 
А-А, — А. = В+ В, — В, 

Ре 

д =В 

5 2 > 
© Аз = В 
А; = В, 


Дъйствительно, всякое рьшене системы (1) удовлетворяетъ 
также уравненю А+ А, — 4, = В-+ В, — В, системы (2), потому 
что при этомъ ръшенши каждый членъ первой части этого урав- 
неня имЪфетъ тождественно равный себЪ во второй; значитъ это же 
ръшен!е удовлетворяеть всЪмъ уравненвямъ системы (2), такъ 
какъ остальныя уравненя въ обЪфихъ системахъ ть же. Обратно, 
всякое ръшене системы (2) удовлетворяетъ и системЪ (1), потому 
что уравнен!я А, =В,; А. = В.; А, = В,... въ обфихъ системахъ 
ТЪ же, а уравнене А = В системы (1) получается изъ системы (2), 
когда къ первому уравненйю системы (2) придадимъ почленно 
третье, а вычтемъ второе. 


10: 
Теорема 4. Любое изъ и совокупныхъ уравнен1й 
можно, сохраняя остальныя, замЪфнить другимъ, 
получаемымъ почленнымъ умножен1емъ или дЪ- 
лен1емъ зам Ъняемаго уравнен!1я на произвольное 
чиело изъ остальныхъ, причемъ новая система и 
данная будутъ эквивалентны. 
Докажемъ, напримЪръ, что система (1) ® совокупныхъ урав- 
ненй эквивалентна системф уравненй 
ААл,А» _ ВВ, 
АзА4 в В.В: 


4 = В, 
Фа Аз — Вь 
А; = В. 
Я = В. 


Въ самомъ дЪлЪ, всякое ръьшене системы (1) удовлетво- 
ряетъ также уравненю 4143 — ВВ: В: системы (3), потому что 
* АзАа ВзВу : 
при этомъ ръшени каждый множитель или дфлитель первой 
части этого уравнешя имЪеть тождественно равный себЪ мно- 
житель или дфлитель во второй; значитъ это же ръшен!е удовле- 
творяетъь всЪмъ уравнешямъ системы (3), потому что остальныя 
уравнен1я въ обЪихъ системахъ т же. — Обратно, всякое рьшеше 
системы (3) удовлетворяетъ и системЪ (1), ибо уравнен1я А, = В, ; 
А. = В.; А. = В... въ обЪихъь системахъ тЪ же, а уравнене А=В 
‘системы (1) получается изъ системы (3), когда первое изъ этихъ 
уравнешй почленно помножимъ на 4-0е и 5-ое, а раздфлимъ на 


2-0е и 3-ье. 


УТ. Ръшен!е возвратныхъ уравнен!йй 4-ой сте- 
пени, двучленныхъ и трехчленныхъ. 


$ 25. РЬшене возвратныхъ уравненй 4-ой степени. Урав- 
нене съ однимъ неизвЪстнымъ называется возвратнымъ, если 
по перенесенйи всЪхъ членовъ въ одну часть уравнения и по рас- 
положени ихъ по восходящимъ или нисходящимъ степенямъ не- 
извЪстнаго эта часть оказывается цлымъ многочленомъ, въ ко- 
торомъ коэффищенты каждыхъ двухъ членовъ, равноотстоящихъ 
отъ крайнихъ, равны между собою. Мы здЪеь разсмотримъ только 
возвратное уравнене 4-ой степени, т. е. уравнеше вида 


(р).... а2* + 623 + сх? + бжа=о. 
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Такое уравнене называется возвратнымъ потому, что оно 
возвращается къ первоначальному виду при замфнЪ въ немъ х 


дробью =. Въ самомъ дДЪлЪ, при такой замЪфнф получается 


уравнене 


а ь с ь 
г р г Е ОИ ея а 

откуда по уничтожени знаменателей получается уравнеше 
аж - с? + 628 + ах =0, 


тождественное съ даннымъ. 
Изъ сказаннаго заключаемъ, что если уравнене (р) имЪФетъ 


1 
корень х =а, то оно имЪетъ также корень < = г 


Для рьшеня уравненйя (р) раздфлимъ обЪ части его на 27, 
оть чего уравнене не теряеть ни одного корня, ибо 2? обра- 
щается въ нуль только при х =0, но нуль очевидно не есть 
корень даннаго уравненвя; тогда получимъ: 


ь а 
ах де + + = = 0 или 
1 1 
о 
; 2 
но такъ какъ 2? + = = (2+ — — 2, то получимъ: 


Ра. 1 
- 1 
т. е. квадратное уравнеше относительно х-- —. РЪФшивъ это 
уравнеше, мы получимъ нфкоторыя два рЪшеня: 
1 1 


а рьшивъ эти два уравненя, получимъ 4 корня даннаго урав- 
нешя (р). ; 

ПримБръ. Уравнене 25“ — 73 -+- 922 —72-+2 =0 
по раздфлен!и обЪихъ частей на 2? даетъ 


1 1 
(= +=) т (2+) =; 
2 а 1 1 \2 
а какъ 2 + == (=+-) — 2, то получимъ: 
(=; ) —т (2+) +5=0, откуда 
‹ ы -- 5 = 0, откуда 


1 _ 7474940 1 1 1 
--- = 4 ‚те. =. и =1; 
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г 1 
первое изъ этихъ уравненШ даетъ х, =2, 2. = >; второе даетъ 


ня Е 
Е Е 


я 


Уравнен!е вида 
ал без с -а=о, 
въ которомъ коэффищенты 2-ого и 4-го членовъ равны, но про- 


тивоположны по знакамъ, можно до нЪкоторой степени причис- 
лить къ возвратнымъ въ томъ смыелЪ, что если уравнене это 


1 
имЪетъ корень х = а, то оно имЪфетъ также корень х = — те ВЪ 


чемъ убЪждаемся, какъ выше. Такое уравнене рфитается подоб- 
нымъ образомъ, какъ уравнен!е (р); именно, раздЪливЪъ обЪ части 
уравненйя на 2?, получимъ: 


ах? + 6х + е= > -- = 0, откуда 


22 
а Е +8 (#—)+е=0; 
2] — ж 4:3: 

п 1 \2 : Зы 

а какъ х я (=— >) + 2, то получимъ: 


«(=— =) +5 (#— =) + +20 =0 


и т. д, какъ въ случаЪ уравненшя (р). Такъ, напримЪръ, 
уравнене 

62% — 2528 4 122? + 25х +6 =0 
приводится къ уравненю 


в (=) (2—9) +=, откуда 


ВЕ ЕЖЕ 
И о ПЕ РИ 
Е 1 
корни 1-го изъ этихъ уравненш суть 2, =3, 2. = — 5; корни 
} р 
2-ГО СУТЬ 28 = 2, %.=—. 


$ 26. РЬшене двучленныхъ уравненй въ алгебраическомъ 
видБ. Уравнене съ однимъ извЪстнымъ х вида 


(1)... але б=0 


называется двучленнымъ; коэффищенты аи 6 считаемъ здЪсь 
положительными, въ противномъ случаЪъ мВняемъ знаки обоихъ 
членовъ на обратные. 
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Раздъливъ об части этого уравнешя на а и полагая 
ь 
«=, Получимъ: 
(2)... = =0, 


гдЪ р чиело положительное. 
По $ 21 уравнене это имфетъ и корней; а какъ оно даетъ 


й в 
д = р, то заключаемъ, что и каждый изъ радикаловъ У р 


я 


ИУ — р имъеть я значен!й. 


При нечетномъ и радикалъ У р между своими я значенями 
имЪеть нЪкоторое вещественное и положительное значене, при- 
томъ только одно, потому что два разныхъ положительныхъ 
числа, будучи возвышены въ одну и ту же степень я, не могутъ 
давать одно и то же подкоренное число р; слЪдовательно всЪ 
остальныя я*—1 значенй радикала мнимыя. При четномъ же п 


и 
радикалъ Ур иметь два вещественныхъ значешя, численно 
равныя, но противоположныя по знакамъ, притомъ только эти 
два вещественныхъ значен1я (причина та же, какъ ен такъ 
что всЪ остальныя я — 2 его значенйй мнимыя. 
Единственное вещественное и положительное значеше корня 


т 


Ур изъ положительнаго числа р называется ариеметиче- 
скимьъ его значенемъ. 


п 
Радикалъ У —р имЪеть при нечетномъ и нЪкоторое веще- 
ственное и отрицательное значене, притомъ только одно, а всЪ 
остальныя я — 1 его значенй мнимые; при четномъ же п онъ 
имЪетъ всЪ значення мнимыя. 
РЬьшеше уравненйя (2) приводится къ рьшеню двучленнаго 
уравнен!я, къ которомъ извЪфстный членъ равенъ 1. Въ самомъ 


п 
дДЪлЪ, полагая въ уравнени (2) х=гУИ р, гДЪ подъ радикаломъ 


У р понимаемъ только ариеметическое его значеше, получимъ: 
2"р-р=0 или по сокращени на р 
(8)... =". 
Такимъ образомъ мы должны познакомиться съ рьшешемъ 

двучленнаго уравненйя вида 

(4)....2-—1=0 и вида 

(5)... 2. .="4+1==0, 
изъ коихъ каждое по вышеизложенному ‘имЪетъ я значенйй. 
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При этомъ намъ придется ограничиваться лишь частными 
примЪрами, потому что обшйй премъ ршеня двучленныхъ 
уравненй въ алгебраическомъ видЪф относится къ Высшей 
АлгебрЪ. 

Ршивъ уравнен!е (3), мы затфмъ получимъ корни уравне- 
ня (2), а слБдовательно и уравневйя (1), умноживъ всЪ корни 


й 
уравнен!я (3} на ариеметическое значене радикала Ур, ибо 


я 
д == 21 р. 
Прин, Изъ того, что при нечетномъ я рава 9 


даетъ и — + ИТ, а уравнене (5) даеть 2 Рико и 
заключаемъ, р зная всЪ корни уравнешя (4), мы получимъ 
всЪ корни уравнения (5), взявъ корни перваго съ обратными 
знаками. 


Примфры. 
1) Уравнен!е 2? —1==0 имЪеть очевидно два корня: х = 1. 
2) Уравнеше 22° 1 =0 имЪеть два корня: х =-+ У —1==+. 
3) Уравнене 23 —1=—=0 можно замфнить слЪлующимъ : 
(2—0 (2-1 = 0, 
которое распадается на два: 
х—1=0и 2+ + 1=0, 
ибо ‘данное уравнене удовлетворяется какъ значешями х, ко- 
торыя обращаютъ множитель х —1 въ нуль, такъ и тЪми значе- 
шями, которыя обращаютъь множитель 2-—х--1 въ нуль. 
ег 84 
"-; слЪдова- 
Е И: 8: 
рт 


Первое уравненше даеть х=1, а второе х=- 
тельно данное уравнене имЪетъь 3 корня: 1, 
1-3 Уз 
Ее | 
4) Уравнеше 2\--1==0 можно замЪнить слфЪдующимъ: 


(#1 (2—=-1=0, 


которое распадается на два: х--1=0 и 2°—х-—1=0; первое 


и 


1+3 3 : 
даеть х=— 1, второе х=-=5—; значитъ данное уравнене 
1+3И 3 1—3 
имЪетъ 8 корня: — 1, ры и .. е : 


2 


Сличая эти корни съ корнями предыдущаго уравнения (3), 
видимъ, что согласно съ вышеприведеннымъ примЪфчашемъ 


75 к 
корни нашего уравнен1я отличаются отъ корней предыдущаго 
только знаками. Е 
На основанйи вышеизложеннаго же корни уравненя 823 
—-27=0, напримЪръ, будутъ: 
3 Е ый 811 2 842 
57 1--ЗИЗ 27: 1-3 27 
„Из, т. е. 


—1. 8 = р. * о ВЫ 


у 1404 й 15а —У3). 


5 * 
5) Уравнене 2*— 1==0 распадается на два: 
2? —1=0 и 2°+1==0; 


первое даетъ х = +1, второе же х = 1, такъ что данное урав- 
нен!е имЪетъ 4 корня. 
6) Уравнеше х*--1=0 можно написать такъ: 


(22-1) — 212 =0 или (2? + 1) — (#У2)? =0, 
и слЪдовательно оно распадается на два уравнен1я х 


1 жИУ2=ои 22+ 1--жИ2=0; 


ъ 
первое даетъ х = ва 1-1), а второе даетъ х = 1 +2); слЪ- 


довательно данное уравнене имЪетъ 4 корня. 

7) Уравнене 25 — 1 = 0 даетъ (х — 1) (2% - 23-2 ж 1) =0, 
а слЪдовательно распадается на два, изъ коихъ одно есть 
д—1=0, откуда х=1, а другое возвратное 


аа -е-ж-1=0, 


которое по $ 25 приводится къ виду 


(+ дени 


2 1 
т. е. кь квадратному уравненйю относительно х 4+ о откуда 


1 т ЕК 5 1 —1—У5.. 
ата НУ 5, а также 2-1 = ни» 
ИВ -. ЕИ 10-275 

4 = 4 ? 


первое изъ этихъ двухъ уравнен! даетъ х = 


1+И5 +Ию-—2У5 
ЕЕ Ея 4 


второе же даетъ 5х = ; значитъ данное урав- 


нене имЪетъ одинъ вещественный корень именно 1, и 4 мнимыхъ. 

8) Уравнеше 2°+1=0 даетъ (2 - 1) (24—28 + 2—ж-+1=0 
и рЬшается подобнымъ образомъ, какъ предыдущее; согласно 
съ вышеобъясненнымъ корни его будутъ отличаться отъ корней 
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предыдущаго уравненя лишь знаками, а слЪдовательно они 
будутъ: 


ев 


1—-УИ5_ И ю+2У5 _ 15 Ию—275 
Ж:.м 4 Е И 
9) Уравнеше 26 —1=0 распадается на два: 
28—1=0и 28+1=0, 
откуда на основании примЪфровъ 3 и 4 заключаемъ, что данное 
уз 1— Уз 
и. ча и — а я 


уравнене имЪфетъ 6 корней: + 1, 
10) Уравненше 2'-1=0 въ окончательномъ видЪ не разрЪ- 
шимо элементарнымъ пр!емомъ. 
11) Уравнене 23 —1=0 распадается на два: 
2*—1=0 и 2*-1=0, 
а потому на основани примФровъ 5 и 6 данное уравнеше имЪетъ 
и/5 
8 корней: +1, 1, р бы +9. 
12) Уравнеше 2°--1=0 можно написать такъ: 
(2*-{ 1) —224 =0 или такъ: (2+ 1)*— (2/2)? =0, 
а слЪловательно оно распадается на два биквадратныхъ уравненйя : 
1-2 =0 и 41—27 2=0; 
/5 
первое изъ нихъ даетъ 2? = | 8- (—1-2); слЪдовательно въ 


случаъ +2 оно. по формуламъ 1 и 2 пункта 5 $ 13 иметь 
два корня: 


И ь и: ИЕ: 


а въ случаЪ — также два корня: 


——— х бт 
„-Иветто-+У ИЕ) 


Такимъ же образомъ и второе биквадратное уравнеше даетъ 
4 корня: 


„-+унт-«У У /У) = 
а=++-у ты | = 


значить данное уравнен!е имЪфетъ 8 корней. 
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13) Уравнене 19-1 = 0 элементарнымъ алгебраическимъ 
путемъ въ окончательномъ видЪ неразрЪфшимо. 
14) Уравнене 210— 1 =0 распадается на два: 


55—1=0 и 25+ 1=0, 


а потому на основаши примЪровъ 7 и 8 заключаемъ, что данное 
уравнене имЪетъ 10 корней: 


—1-4-И 5 .&\ 104275 1И5, д/10 2 
чз И Жх 4 я ыы Г У. 7 4 ау! Е 


+ , 4 - 4 ь 
Этими примфрами мы ограничиваемся, потому что общ 
пр1емъ рЪшеня двучленныхъ уравненй въ алгебраическомъ 
видЪ относится, какъ уже замЪчено выше, къ высшей алгебръ. 


$ 27. Рьшене двучленныхъ уравненй въ тригонометриче- 
скомъ видЬ. Мы знаемъ, что обпйй видъ всякаго количе- 
ства какъ мнимаго, такъ и вещественнаго, есть 7(созф + #31), 
а потому и обийй видъ корней уравневя =” —1==0 есть 


а Е И 10-275 1-95 + И 102 5 
ЩЕ + р ЗН же] 


а = г(с0$ф - 151ф), 


надо только опредфлить модуль т и аргументь ф. Для этого 
возвысимъ обЪ части послЪдняго равенства въ степень т; тогда, 


замфчая, что по услов1ю =” =1, мы на основанйи $ 17 пункта 5 
получимъ: 


”"(созтф - 1зттф) = 1; 


а какъ при всякомъ цЪломь А единицу правой части послЪд- 
няго равенства можно замфнить количествомъ со$2л + езт2ёл, 
ибо с052ёл = 1, зш2Ал = 0, то предыдущее равенство можно 
написать такъ: 


г"(созтф - 1зттф) = соз2кл - са2ёл. 


Наконецъ, замЪчая, что послЪднее равенство удовлетво- 
ряется при 
2Кл 


‚ тф — 2#л, а слъдовательно ик 


г=1 


, 


находимъ, что общ видъ а уравнешя =” —1=0 есть 


и тт =. 


Такъ какъ здфсь & произвольное не число, то каза- 
лось бы, что уравненше х”—1= 0 имЪеть безконечное число, 


78 


корней, но легко убЪдиться, что количеству # можно давать 
только слЪдуюцщйя т значенй : 


(2)....Е=0, 1, 2, 8,...т—2, ть, 
а при дальнЪйшемъ увеличен № значеня корня х повторяются 
пер!одически. 

Дъиствительно, всякое число # ббльшее, чфмъ т — 1, можеть 
быть представлено подъ видомъ #&=тр |4, гдЪ р частное отъ 
дЪлен1я № на т, 9— остатокъ отъ этого дълен1я, слЪдовательно, 
полагая въ формулЪ (1) = тр- а, получимь: 

2 - 24; .;. ( Этрл-Е 2 
д = 0$ = ) —- 13т а! или 


п, 
2==005 12 д 97 зщ (2 и — сов "Ч | съ “97 
я т ь Р т т т ' 


гдЪ цЪлое число 4, какъ меньшее, чЪмъ т, есть одно изъ чи- 
селъ ряда (2); слЪдовательно х приняло опять одно изъ преды-. 
дущихь т значенш, а потому данное двучленное уравнене 
имЪеть только т корней. 
Для рЪшен!я уравненя =” -+-1=0 положимъ опять 
т =(с0$ф + 13шф); слЪдовательно должно быть 
["(созф + 13щф)|" = —1; 
а какъ при всякомъ цфломъ значен!и № будетъ: 
с0$(2 + 1л = — 1; зто Пл =о0, 

то предыдущее уравнен!е можно написать такъ: 

7” (созтф - 3штф) = с03(28 -- Пл + т Пл; 
замЪчая же, что это равенство удовлетворяется при 


1. 
7 =1; тф = (2 Пл, откуда ф и получимъ: 


(2+ Ил (2-+-Ил а 
т 


(ру =608 Е 2зт 


Въ этой формулЪ количество # можеть имЪфть только слз- 
дуюцйя т значений: #=0, 1, 2, 3,...т— 2, т— 1, а при даль- 
нЪйшемъь увеличен А значен!я корня х повторяются перюди- 
чески. ДЪйствительно, полагая, какъ выше, # = тр + 4, гдЪ а< т, 
мы уравнене (3) можемъ написать такъ: 


ЕВЕ зао РЕМНИ 


2—= с05 или 


=—соз(эрл - 4-1 а + Пл Фит) Г. арт 4-0) — со з@ ры Саи НЦ, 
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гдЪ 4 есть одно изъ чиселъ ряда: 0, 1, 2, 3,:.. т—2, т—1, 
слЪдовательно *х приняло опять одно изъ предыдущихь т зна- 
ченшй, а потому данное двучленное уравнене имфетъ только т 
корней. 
Согласно изложенному въ $ 26 мы получимъ корни урав- 
нешя ам-=0, если корни уравненйя г-+1=0 умножимъ на 


Е ъ 
ариометическое значеше радикала У 


Примьръ 1. ВсЪ корни уравненя 23 — 1 =0 заключаются по 
только-что изложенному въ вору 


Ри 


2К 
&— 608 — = 


8 


гдЪ # имЪеть слЪдуюция три значеня: #=0, 1,2; слЪдовательно 
искомые корни будутъ: 


= м =1: 


= сов” + ет 5“. — == с051200 + 25111209 = 
ее ны 
Е сх = ма. : я 


п с08240° 4 {312400 — 


3 
1 В Е 6 


41 :: 
хз = 608 3 + Ш 


= — ©0560° — 1511160° = — (см. примЪръ 8 $26). 


Примьръ 2. Обиий видъ корней уравненя 2?--1=0 есть 


(2 ОЕ 
х = с03 СЕЛ {- зав СЕ, 


гдЪ # имЪеть только слБдуюция 5 значинЙ: #=0, 1, 2, 3, 4; 
А 


2, = с0$ = 5 +81 > 5 = == с0$36° -- 1311360; 

ж. = с08 ы. т а —= с05108° -{- 251110809 = — 03720 + 1511720; 
жз = с05л -- зшл = — 1; 

2х. = ©08 > --23щ = 052520 -|- #512520 = — 05720 — 1311720; 


ЭЯ, 29 . гв ыы 
2 = с08 + 48Ш -5. = ©05324° -- 131113949 = с0$36° — 1511136°. 


Примбръ 3. РЪЬшить уравнеше 26 —1=0. 
Рьшене. По Е 


2Кл 


#= соз —— и ат! —= -5` 
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гдЪ # имЪетъ только слВдуюцая 6 значенй: 0, 1, 2, 3, 4, 5; 
слЪдовательно, придавая количеству & эти 6 значен!й и зная, что 


Я С Зе АО таз ДЕ 2 А О ЧЕ. 
6050 =1, $110=0; с0$=- =>, $1 3 = 5} 05 5 — 5, ЭМ 3275; 

4 в ;_ 4л У 3. жет 5л уз 
с05л—=—1, зшл=0; С055 =—5, Я 5 =—75; 6083 =, ШУ =—5, 


получимъ 6 корней даннаго ЕЕ 
т и. ЕЕ Я ты 8 


(см. примЪръ 9$ 26). 


$ 28. Ревю, трехчленныхъ равжсии 'Грехчленнымъ на- 
зывается уравнеше вида 


(т).... ах" 6 + в=0 

первая часть котораго послЪ переноса всЪхьъ членовь въ эту 
часть и соединеня подобныхъ членовъ состоитъ изъ трехъ чле- 
новъ, изъ коихъ одинъ полагается извЪстнымъ, а друше два, со- 
держать тамя степени неизвЪстнаго, что одна изъ нихъ есть 
квадрать другой. Рьшене такого уравненйя приводится къ рЪ- 
шен!ю одного квадратнаго уравнен!я и двухъ двучленныхъ сте- 
пени я. Въ самомъ дьлЪ, полагая въ уравнеши (т) 2" =у, по- 
лучимъ квадратное уравнене 


(р).... а бу-е=о 
откуда найдемъ два значешя для у, напримзръ у =а, у. =В, а 
потому для опредъленя х будемъ имфть два двучленныхь 
уравнения : 
2" —=аи =" = В, 
изъ которыхъ каждое по предыдущему имЪеть » корней, а слЪ- 
довательно данное уравнене имЪеть 2” корней ($ 21). 

Изъ нижеслЪьдующихъ примФровъ усмотримъ, что не всякое 
трехчленное уравнене для насъ разрЪшимо въ окончательномъ 
видЪ элементарнымъ алгебраическимъ премомъ, ибо часто для 
нахожденя всЪхъ его корней приходится извлекать изъ мни- 
мыхъ выражен! корни выешихъ степеней, что не входитъ въ 
напть курсъ; оно же всегда разрЪшимо, если показатель и есть 
одно изъ чиселъ >, 4, 8, 16,... и вообще вида 2*^, ибо тогда вопросъ 
приводится къ послфдовательному извлечен!ю квадратнаго корня 
изъ комплекснаго выражен1я ($ 13, пункть 5, формулы Ти 2). 
Приведемъ примЪры. | 

Примьръ |. Для рЪшенйя уравненя 28 — 2628 —27 —=0 пола- 
гаемъ 13 —=у; тогда 

у — 26у— 27 —0, откуда 9: =27, у›=— 1; 
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слЪдовательно для опредЪленя =х имфемъ два двучленныхъ 
уравневя : : 
(ЕТ И О... 

корни перваго изъ нихъ мы найдемъ, опредЪливъ всЪ 3 значеня 


8 
радикала УТ и умноживъ ихъ на ариеметическое значенше корня 


8 8 
И?Т, т.е. на 3 (8 26); а какъ три значен!я радикала У1 по 3-му 


примЪру $ 26 суть: ти ЕЕ то корни уравневшя (4) суть: 


зи АНУ, корни же уравнеш я (») по 4-му примЗру $ 26 


1+ ; 
суть: —1и о, такъ что данное уравненше имЪетъь 6 корней: 


два дЪйствительныхъь и 4 мнимыхъ, попарно сопряженныхъ. 
Примбръ 2. Уравнене 28— 82°-- 25=0 при 2 = даетъ 


"—8у+25=0, откуда у, =4 + 3% у%=4— 8, а слЪдовательно 


8 з 
28 =4 + 88, ` откуда «=У 4-38, и 2=4— 35, откуда «=У4— 35; 
дальнфйшее рЪшен!е для насъ невозможно, ибо извлечене ку- 
бическаго корня изъ мнимаго выражен1я не входить въ нап 
курсъ. 
Примбръ 3. Для рЪшен1я уравнешя 42° — 12*--25=0 по- 
лагаемъ 2“=у; тогда : 


4у2—12у-- 25 =0, откуда у =, =“; 


слЪдовательно для опредфлешя х имЪемъ два двучленныхь 


уравненйя : 
И и 


2 $ 2? 
изъ коихъ каждое имЪетъ 4 мнимыхъь корня, именно: 1-ое даетъ 


4 — 


4 НЕЕ 
= - Зуи (8 13, пункть 5, фор- 
мула 1), т.е.4 корня: И 2- и-У —2—& второе двучленное урав- 
ее даетъ также 4 корня: + У? и +У— 2-Е; такъ 
что данное уравнеше иметь $ мнимыхъ корней, изъ коихъ 
каждый по 8 13, п. 5, форм. Ти 2 можеть быть приведенъ къ 


комплексному виду, напримфрь УИ2—= ЕЕ —1 И ЕЯ 


неше 24 = 


$ 29. Преобразоване радикала вида Уа Е У6. При р5шенш 
трехчленныхъ уравнен . четныхъ степеней часто получаются 
6 
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корни вида Уа +ИЬ, гдъ а и $ числа ращюональныя, но У В 
количество ирращюональное; напримЪръ, уравнене 
2* — 142? 36 =0 имЪетъ корни: в—=+И1-и 13; 
подобныя выражея при н%которомъ условши могуть быть пре- 
образованы въ болЪфе простыя вида Утж+Уя, гдЪ т и п числа 
ращюональныя, но радикалы Ути я или одинъ изъ нихь 
ирращональны. 
Для этой цфли возьмемъ очевидныя тождества, 


(У Из+Иа—У5)=2а-+У®Эи 
(ХГа-- У5—Иа —ИЬ=2(а—Иа?—Ъ), откуда 


УЕУИЗ_Уа—У5-+И—У25; 


сложивъ же и вычтя послЪденя два равенства почленно, получимъ с 
а а- а?— В а— #—Ъ 
ГОА Е: У» ЕН ЕН ре 


О.И у 


гдЪ изъ четырехъ возможныхъ комбинащи двойныхъ знаковъ 
слагаемыхъь или вычитаемыхъ равенствъ пригодна лишь вы- 
бранная нами комбинащя, потому что только при такомъ ихъ 
выборЪ квадратъ правой части каждаго изъ равенствъ (1) и (2) 
равенъ подкоренному количеству лЪвой. 

Мы поставили себЪ цЪлью данный радикалъ съ ирращо- 
нальнымъ подкореннымъ количествомъ преобразовать въ радикалы 
съ ращональными подкоренными количествами; выраженя же 
(1) и (2) показываютъ, что это возможно лишь при такихъ зна- 
ченяхъь аи В, при которыхъ а*— оказывается точнымъ квад- 
ратомъ, въ противномъ случаЪ указанное преобразоване только 
усложняло бы вопросъ. 


ПримЪры. 
о туп У НЫ 
р Увзун-+(И чи и уу В! СЕ 


2ун—Уз=+ (ки Е: Е. 


2 
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3) У Уд. Отв. ик. 


4> ИУт5—12У?1. Отв. 8И7—2ИЗ. 
5) У8+2И15. Отв. 5 + УЗ. ат Отв. = ЧЕХ 


т Унауы у чия ууу =. 


8) Ус: УЕ: Отв. У “ЕН еее, 
9) Уа-Е 5: —4(@а—5 Иа. Отв. а--5—2У а. 


У!1-—@-1 1 1 А-а 
10) У:+ Ух тв. Ее: И у =} 
1—а — а? 


и› ИУЗ2 У. отв. Уз (Из +у3). 
2 УЗИ —ИУ 55 275 Уз УБЕ 6 — 
—08+иЭ5У5. 
в учичи И Иа 
отв. Уз[=4"_У (4+) «]- Из 


ш Ут рр ИВ Отв. +И?2. 


УП. Неравенства и неопредфленныя уравненйя. 


$ 30. Неравенства и ихъ рьшене. Два количества, соеди- 
ненныя между собою однимъ изъ знаковъ >>, <, < М: =, 00 
ставляютъ выражене, называемое неравенствомъ. 

Два количества могуть быть или явно неравными, напри- 
мБръ 5>>3 или #--1>>=л, или же становиться неравными только 
при опредъленныхъ значеняхъ нфкоторыхъ буквъ, входящихъ въ 
ихъ составь и называемыхъ тогда неизвЪ стными; напри- 
мЪръ 3х —1 меньше, чЪмъ 2-5, не при всякомъ значени 2. а 
только при х, меньшемъ 3. 


6* 
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Способъ опредЪленя значешя неизвЪстныхъ, удовлетво- 
ряющихъ данному неравенству, называется р шен1емъ не- 
равенства. 

Неравенства имфютъ, между прочимъ, слЪдуюпйя свойства. 

1. Знакъ неравенства не измЪнится, если къ 
обЪимъ частямъ неравенства придадимъ или изъ 
обЪфихъ частей вычтемъ пб-ровну, т. е. 


если, напримЪръ, а>6, то иат> 6-ти а—т>Ь— т. 

Дъйствительно, если а>6, то разность а — 6 положительная 
величина, т. е. а—6>>0; но ясно, что разность а —6 не измЪ- 
нится, если къ ней придадимь т—т, ибо т— т ==0; слЪдо- 
вательно и 

(1)....а—-6тр—т_>>0, откуда 
(а-Е т) — &--т) > 0, 
т. е. разность (а т) — (6 т) положительная величина, значитъ 
ато Ь- т. 
Неравенство (1) можно написать еще такъ: 
(а—т) — (6 —т)>0; селЪдовательно также: а— т >В — т. 


На основа этого свойства члены изъ одной части нера- 
венства могутъ быть перенесены въ другую съ обратными знаками. 
Такъ, напримЪръ, придавъ къ обфимъ частямъ неравенства 

а+6—с<а+{е 
по с, получимъ: 
‚ ан е-е<а-е-е или 

а а+е-+с; 

а если затЪмъ вычтемъ изъ обЪфихъ частей этого неравенства по 
Я, получимъ: 
а а<е- с. 

Сличивъ это неравенство съ даннымъ, видимъ, чтоси 4 
перешли изъ одной части неравенства въ другую съ обратными 
знаками. 

2. Знакъ неравенства не измЪнится, если объ 
части неравенства умножимъ или раздЪлимьъ на 
одно и то же, но положительное количество ж; если 
же об части умножимъ или разд лимъ на одно и 
то же отрицательное количество —я, то знакъ нера- 
венства перемЪнится на обратный, т. е. если, напри- 


мзръ, а>, то 


а |1) 
а.п>Ь.пи ре 
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а.(—п)<.(—пи и 
ДЪйствительно, если а >> 6, то а — 6 положительная величина; 
слЪдовательно при положительномъ * количества («а —5).пи к. 
будуть положительными, т. е. 
(«а—5).п>ои О или 


} 
а.п—6.п>о0и ==>, значить 


а ь 
в. пвп ее 


Если же положительную величину а—6 умножимъ или 
раздълимъ на отрицательную величину — п, то количества 


(а—5).(—”) и ть будутъ отрицательными, т. е. 


(а—5).(—-п)<0 и оо или 


а. (—п) —6.(—-п<0и Ра! значить 


а.(—п) < 5. (п) и <. 


Отсюда слфдуетъ, что при перемфнЪ знаковъ всфхъ чле- 
новъ неравенства на обратные надо и знакъ неравенства пере- 
мЪнить на обратный, потому что это значитъ, что мы обЪ части 
неравенства умножаемъ на — 1. 

На основанйи этой теоремы можно уничтожить дробные 
члены въ неравенствЪ, умноживъ обЪ части его на наименьшее 
кратное всЪхъ знаменателей. 

$ 31. РЬшен неравенства 1-ой степени съ однимъ неизвЪст- 
нымъ. Неравенства, какъ и уравнешя, раздфляются по числу 
неизвЪстныхъ и по степенямъ на неравенства съ однимъ, двумя, 
тремя неизвЪстными и т. д. и на неравенства 1-ой степени, 2-ой 
и т. д. Раземотримъ примфры рЪшен1я неравенствъ 1-ой сте- 
пени съ однимъ неизвЪстнымъ. 

Примбръ 1. ОпредЪлить ТЪ значен!я неизвЪстнаго =, при 
которыхъ 

3#—2) _2@--1 — 1 
4 7 5. 
Рьшене. Уничтоживъ знаменателей, получимъ: 
42(х —2) — 16(2—1)<7; 
раскрывъ затЪмъ скобки, перенеся неизвЪстные члены въ одну 
часть неравенства, извЪстные въ другую, и сдБлавъ приведен!е, 
получимъ: 


86 


262 < 107, откуда <, ий е.2< 4, 
т. е. всякое положительное число меньшее 43/» и всякое отри= 


цательное число безъ всякаго ограничешя удовлетворяетъ данг 
ному неравенству. 


Примбръ 2. РЪшить неравенство з = 5 &— 1. 


Рьшене. Уничтоживъ знаменателей, получимъ ; 


5. < 9х — 45, откуда 2 — 9% -— 45, т. 6. 
—72<-—42, значить 7х >>49 (свойство 2 8 30), а потому => 6, 


т. е. всякое число ббльшее 6 удовлетворяетъ данному неравенству, 


ПримЬръ 3. Капиталъ, отданный въ ростъ болфе чЪмъ по 
49, даетъ ежегодно 325 руб. прибыли. ОпредЪлить этотъ капиталъ. 


Рьшене. Обозначивъ буквою х число рублей искомаго ка- 
9-4 4 
питала, найдемъ, что онъ при 4% даеть прибыли 105 руб., что 


должно быть меньше 325 руб., ибо по условю капиталъ 2 даетъ 
325 руб. прибыли, если онъ отданъ въ рость выше чЪмъ по 4%/; 
слЪдовательно 


2 < 825, откуда 2< 8125, т. е. капиталъ меньше 8125 руб. 


Примьръ 4. Куплено 3 фунта чаю и изъ 10 рублей полу- 
чено сдачи не болЪфе одной трети стоимости одного фунта. 
Сколько стоить фунть этого чаю? 


Рьшене. Полагая, что одинъ фунтъ стоитъ х рублей, получмъ : 
1 
10—32=-.2, откуда 
10=38 - 2, слЪдовательно & = 3, 


т. е. одинъ фунть чаю стоитъ не меньше 3 руб. 


$ 32. Рьшене двухъ неравенствъ 1-ой степени съ однимъ 
неизвЪьстнымъ. Изъ предыдущаго 5$ видно, что при рЪшенши 
одного неравенства мы для неизвЪстнаго получаемъ множество 
значенй, ббльшихъ или меньшихъ извЪстнаго предЪфла. Но бы- 
вають вопросы, рьшаемые помопйю двухъ или болЪе неравенствъ, 
которыя должны удовлетворяться одними и тьми же значешями 
неизвЪстнаго; тогда для этихъ значенй можеть получиться 
иногда одна только предФльная величина, иногда двЪ предъльныя 
величины, между которыми заключаются значен1я неизвЪстнаго, 
а иногда даже противорЪчашие другъ другу результаты, указы- 
ваюпие на невозможность вопроса. 
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Пояеснимъ это примЪрами. 


Примбръ 1. Опредфлить, при какихъ цфлыхъ значешяхъ х 


32—8 х 
АЕ имЪеть положительное значене. 


Рьшене. Данная дробь будетъь положительною, когда ея 
числитель и знаменатель будуть или оба положительные, или 
оба отрицательные, т. е. когда одновременно 


(1).... 32—80 и 4+—15>0 или когда 
(2)....32—8<0и 4«—15< 0; 


дробь 


первое изъ этихь усло даетъ для = предФлы: => 2?/; и => 33/., 
изъ которыхъ первый содержится во второмъ, ибо если число 
больше 33/., то оно подавно больше 27/5; слЪдовательно для х 
имЪемъ одинъ только низш!й предЪлъ именно 33/, и во- 
просъ удовлетворяется при 


1 =—=4: 5.167. 8... до 95. 


Услове (2) даетъь предЪлы: «< 2?/; и х< 33/., изъ которыхъ 
второй содержится въ первомъ, а потому для х имфемъ опять 
одинъ только высш! й предфлъ #< 2?/,; слЪдовательно вопросъ 
удовлетворяется также при #==2, 1, 0, —1, —2,... ДО —©®. 
Итакъ данная дробь будеть положительная при всякихъ цЪлыхъ 
значеняхъ х за исключешемъ 2 = 8. 


Примбръ 2. Опредфлить, при какихъ цфлыхъ значеняхъ г 


52—3 
дробь оба Величина отрицательная. 
Рьшене. Вопросъ требуетъ, чтобы было одновременно или 
(1)....52—3>>0и 0,55-1<0, или 
(2)....5=—3<0 и 0,55 +1>0; 


первое услове даетъ 2> 5 и < — 2; но эти рьшеюшя несов- 
мЪстны, ибо никакое число. будучи больше 5, въ то же время 
не можетъ быть меньше —2; второе же услове даетъ два воз- 
можныхъ предФла: #<- и &2>—2, изъ коихъ первый есть 
высш1й предЪлъ, а второй низш!й, и между которыми за- 
ключается только два цфлыхъ числа именно 0 и —1; слЗдова- 
тельно данная дробь будетъ отрицательная только при х=0 


и = — 1. 


Примръ 3. При какихъь цфлыхь значеняхъ а дробь ва 


будетъ положительная ? 
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Рьшене. Услове вопроса требуетъ, чтобы было одновременно 
или 4— 5а>0 и 8За—3>0, 
или 4—5а<0и 8а—383< 0; 
сл$довательно должно быть одновременно или 


(1)....а<+ иа> 3, или 


(2)....а>+тиа<з; 
пред$лы (1) сами по себЪ возможны, но между ними не заклю- 
чается никакое цфлое число, предЪлы же (2) несовмЪстны; слЪ- 
довательно данная дробь ни при какомъ цфломъ значеши а по- 
ложительною быть не можетъ. 

Примбръ 4. Если бы въ учебномъ заведен!и выходило еже- 
МЪсячно 19-ю тетрадями болЪе, чЪмъ выходитъ, то въ 8 мъЪся- 
цевь вышло бы не менЪе 900 тетрадей; а если бы ежемЪ- 
сячно выходило 12-ю тетрадями менЪе, то въ 10 м$%сяцевъ 
вышло бы не боле 900 тетрадей. Сколько тетрадей выходило 
ежемЪсячно ? 

Рьшене. Полагая, что ежемЪсячно выходило х тетрадей, 
получимъ два неравенства: 

8(2 | 19) > 900 и 
10(% — 12) =900, откуда 
&> 9815 и #=102; 
слЪдовательно число тетрадей равно одному изъ чиселъ: 
94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101 и 102. 

Изъ разсмотрЪнныхъ нами примфровъ очевидно, что во- 
просы, рЪъшаемые помошйю неравенствъ, принадлежать къ неопре- 
дфленнымъ вопросамъ, такъ какъ неизвЪстное имфетъ вообще 
неопред$ленное число значений; въ н$Ъкоторыхъ только слу- 
чаяхъ, при извфетныхъ условяхъ, число рЪшен ограничено 
(см. примЪры 2 и 4), а иногда вопросъ вовсе не имфетъ рьшенй 
(см. примЪръ 3). 

$ 33. РьЬшене неравенства 2-ой степени съ однимъ неизвЪст- 
нымъ. Обийй видъ неравенства 2-ой степени съ однимъ неиз- 
вЪъетнымъ есть 

Аз? -|- Вг-|- С\>0 или же 427? -|- Вг-- С< 0, 
гдЪ коэффищенты А, Ви С вещественныя числа; но мы займемся 
только рьшешемъ неравенства перваго вида, потому что второй 
видъ всегда можно привести къ первому, перем$нивъ знаки 
всЪхь его членовъ на обратные. 

Для рьшеюя неравенства 42? -|- В» —- С\>0 разложимъ трех- 
членъ первой его части на линейные множители. Пусть бу- 


89 


дуть аи В корни этого трехчлена; тогда наше неравенство мо- 
жетъ быть написано такъ: 

(т).... Ав— а) (в — В) >0, 
гдЪ можеть быть или А>0, или А<О0. 

1. Положимъ, что А>>0; при этомъ корни а и В могутъ 
быть: а) мнимыми и, конечно, сопряженными, Ъ) вещественными 
и равными, с) вещественными неравными. 

а) Если корни а и В мнимые, напримЪръ а=а-+ 9, В=а— 
(а это, какъ извЪетно, имфетъ мЪето при В —+4АС<_ 0), то первая 
часть нашего неравенства можетъ быть преобразована такъ: 

А(2 — а) (х — В) = А(х — а — 9) (#—а + ®) =А[(@ — а) + 6], 
а слЪдовательно имфемъ неравенство 
А[(# — а)*- 9] >0, 
гдЪ первая часть есть величина положительная при всякомъ 
значени т, ибо А >0 и (2 — а)? + 5, какъ сумма квадратовъ, ве- 
личина положительная; слФдовательно данное неравенство удо- 
влетворяется всякимъ значенемъ х. 

Ь) Если корни трехчлена вещественные и равные @ это 
иметь мЪсто при В?—4АС=0), то наше неравенство прини- 
маетъ видъ 

А(+ — а)* > 0, 
ГДЪ 1-ая часть положительная величина при всякомъ значени 5; 
слЪдовательно и въ этомъ случаЪ неравенство наше удовлетво- 
ряется при всякомъ значеши г. 

с) Если корни а и В вещественные и неравные, напримЪфръ 
а >В (а это имЪетъ мЪсто при В°—4АС>>0), то при А >0 наше 
неравенство (т) требуетъ, чтобы множители «—а и 2— В имЪли 
одинаковые знаки, т. е. чтобы было одновременно 

2—а>0из—}В_>0 или же тг ах 0из—В< 0; 
первыя два неравенства выполнимы при 2 >а (ибо а >р), вторыя 
— при 2<_ В; слЪфдовательно всякое значене х, большее ббль- 
птаго корня а, и всякое значене х, менышее меньшаго корня В, 
т. е. всякое значенше г, не лежащее между аи В, удовлетворяетъ 
неравенству (т). 

П. Положимъ теперь, что А < 0. И здЪеь разсмотримъ 3 случая: 

а) корни а и В мнимые, Ъ) вещественные и равные, с) ве- 
щественные и неравные. 

а) Если корни а и В мнимые, напримЪръ а=а- 9, В=а— 6, 
то неравенство (т) можеть быть зам$нено слБдующимъ: 

А[(х — а)* - 5] > 0, 
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ГДЪ 1-ая часть при А<о есть величина отрицательная при вся- 


комъ д; слЪдовательно данное неравенство въ этомъ случаЪ не 
иметь р5шенйя. 


Ь) Если «=, то неравенство (т) даетъ 
4(х — а)? > 0, 

что также не удовлетворяется никакимъ значеншемъ х, ибо пер- 
вая часть этого неравенства при А<_0 всегда величина отри- 
цательная. 

с) Если корни а и В вещественные и неравные, напримфръ 
а >В, то при А<_ 0 неравенство (т) требуетъ, чтобы х—а и #—вВ 
имЪли противоположные знаки, а это при а >В выполнено при 
а>х >В; слЪдовательно всЪ значеня х, заключаюцщйяся между 
корнями а и В, и только эти значевя удовлетворяють нера- 
венству (т). 


Примбръ 1. Неравенство 2?—2»--5>0 даетъ (2—1) 4>>0; 
слЪдовательно оно (по 1, а) удовлетворяется всякимъ значешемъ х. 

ПримЬръ 2. Неравенство —4=2-{ 122—9< 0 или 44—12 :--9>0 
даетъ 4(#—5) >; слЪдовательно оно (по Т, 5) удовлетворяется 
всякимъ значешемъ х. 

Примьръ 3. Неравенство 32°--8=—8`>0 даетъ 8(#— 5 )(#-3)>0, 
слЪдовательно оно (по 1, ©) удовлетворяется какъ при всякомъ 


Е : 1 у 
значеши х ббльшемъ, чЪмъ =, такь и при всякомъ значеши г 
меньшемъ, чфмъ — 8. 


Примбръ 4. При какихъ значешяхъ х радикалъ | ОЗРРИЗЕНИЧЕ 
имЪетъ вещественныя значевя ? 


Рьшене. Радикалъ будеть вещественный, когда —32?-+{-4ж-- 
1 
—4;_>0; а такъ какъ этоть трехчленъ преобразовывается въ 


— 3 {= + 1 }, что не можетъ быть больше 0, то данный ра- 
дикалъ не можетъ имЪть вещественныхъ значешй (П, а). 
Примръ 5. Неравенство 5? —45--4<_ 0 или —4?-- 42—4>>0, 
даеть — (2 —2)?>>0, что (по П, Ъ) не иметь р5шеня. 
Примьръ 6. Прикакихъ значен1яхъ 2 радикалъ И 104?—182—38 
имЪеть вещественныя значеня ? 


РЬшене. Подкоренное количество, которое можетъ быть 


1 3 
преобразовано въ 10 (= =) (#— >) ‚ есть положительная вели- 


. 1 
чина при всЪхьъ значеняхъ х, заключающихся между == и 
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Е] 
> (1, ©), поэтому и данный радикалъ вещественный при этихъ. 


же значешяхъ г. ` 

ПримЬръ 7. На сколько надо уменьшить каждый изъ сомно- 
жителей произведеня 8.11, чтобы произведене стало меньше 54 3 

Условя вопроса приводятъ къ неравенству 

— 2? -- 195 —34>0 или — (2— 17) (#—2)>0: 
слЪдовательно (по П, с) вопросу удовлетворяютъ всЪ числа, за- 
ключаюцйяся между 2 и 117. 

Примбръ 8. Какое положительное число надо придать къ 
каждому изъ сомножителей произведен1я 7.9, чтобы произведе- 
не осталось меньше 120? 

Уеловя вопроса Приводятъ къ неравенству 

— 22 — 162 5720 ИЯИ — (#— 3) (2 19) >0, 
которому (по П, с) удовлетворяютъ всЪ положительныя числа, 
заключаюнйяся между — 19 и 3, т. е. числа о, 1и 2. 

$ 34. Рьшене неопредъленныхъ уравненй 1-ой степени. Изъ 
общаго курса алгебры знаемъ, что одно уравнене съ однимъ 
неизвЪстнымъ, два уравненя съ двумя неизвЪстными и вообще 
система совокупныхъ уравненй, число которыхъ равно числу 
неизвЪстныхъ, имфють вполнЪ опредфленное, конечное число 
ръшенй, а потому ташя уравнен!я называются опредЪленными. 
Иное дЪло, когда имЪемъ одно уравнене съ двумя или болЪе 
неизвЪстными и вообще систему уравненШ, число которыхъ 
меньше числа неизвЪстныхъ; въ этомъ случаЪ чиело рьшеви 
неопредЪленно велико и потому таюмя уравненя называются не- 
опредЪленными. 

Для разъяснен1я сказаннаго возьмемъ уравнеше съ двумя 
неизвестными 

85 -- 5у = 16. 

Придавая одному изъ неизвЪфстныхъ, напримфръ т, рядъ 

совершенно произвольныхъ значенй, напримЪръ 


1 
#2=2, —1 0, 3 и прочее, 
и опредфливъ затЪмъ каждый разъ соотвЪтствующее значене 
для у, получимъ: 
4 1 
у=2, 3, 3 =, Зи прочее; 


слЪдовательно данное уравнене имЪфетъ неопредЪленно большое 
число ршенвй: 


1-0е рьшеше: х=2, у=2, 
ЕС жы 9: у=82, 
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3-ье рьшене: х=о0, у=зт, 
4-ое = ==, у =3 и прочее. 

Точно также уравнеше 3. — 5у — 22 = 14 съ 3 неизвЪестными 
есть неопредЪленное, ибо, придавая двумъ изъ неизвЪстныхъ, 
напримфръ у и 2, рядъ произвольныхъ значенй и опредзливЪ 
затЪмъ каждый разъ соотвЪтствующее имъ значенше неизвЪстнаго г, 
мы получимъ неопредЪленно большое число рЪшенй даннаго 
уравневя. 

Вообще, если имфемъ систему изъ т уравненй съ п неиз- 
вЪстными, причемъ число уравнен! меньше числа неизвЪстныхъ, 
т.е. <”, то, придавая каждому изъ п — т неизвЪсетныхъ рядъ 
произвольныхъ значенй и рЪшивъ затЪмъ данныя т уравнений 
относительно остальныхъ т неизвЪстныхъ, мы опять получимъ 
безконечное число рьшен для данныхъ уравненй. Но часто 
вопросы таковы, что изъ всЪхъь рьшенй такихъ уравнен!й слЪ- 
дуеть выбрать одни только цфлыя и положительныя ; тогда число 
такихь рьшенй можетъ быть опять-таки неопредЪленно велико, 
иногда оно ограничено, а при извЪстныхъ условяхъ уравневя 
могутъ и не имфть вовсе рьшений. 

Займемся же рЪшенемъ неопредфленныхъ уравневшй 1-ой 
степени съ двумя неизвЪстными въ цЪлыхЪ и положительныхъ 
числахъ. 

Общ и упрощенный видъ одного уравневя 1-ой степени 
съ двумя неизвЪстными есть 

(ока Ви = 

Предварительно укажемъ на нЪкоторыя свойства такого 
уравнения. 

Положимъ, что въ этомъ уравнени коэффищенты а, ис 
числа цълыя иди 6 взаимно-простыя съ с (каковыми въ 
противномъ случаЪ ихъ всегда можно сдЪлать, уничтоживъ зна- 
менатели и раздЪливъ затфмъ обЪф части уравненя на общий 
наибольшй дФлитель коэффищентовъ а, В и с); тогда наше 
уравнене имЪеть между прочимъ слБдуюцйя свойства: 

1. Если въ уравнен!и (1) а и 6 числа взаимно-простыя съ с, 
но коэффищенты аи 6 при неизвЪстныхъ имЪютъ общйй дзли- 
тель, то уравненше не можетъ имфть цфлыхъ рьшенйй. 

Дъйиствительно, допустивъ, что а и 6, будучи простыми съ 
се, имЪють общаго дФлителя 4, и раздЪливъ обЪ части уравненшя 
(1) на 4, получимъ: 


а ь с 
(2)... ч.2 а-У=а, 
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ны ь с 
гдЪ коэффищенты “ и -7 числа цфлыя, членъ же 1 Несократи- 
мая дробь, ибо по услов!ю а, В и с не имЪютъ общаго дфлителя; 
слЪдовательно, если бы х и у могли имфть цфлыя значенйя, то 
первая часть уравненя (2) при этихъ значеняхъ дала бы цЪлое 
число и слЪдовательно не могла бы равняться несократимой 
дроби 9. 

2. Если коэффищенты а и 6 при неизвЪстныхъ въ урав- 
нени (1) числа цфлыя и взаимно-простыя, то это уравнене всегда 
имЪеть рЪшене въ цфлыхъь (хотя бы и въ отрицательныхъ) 
числахъ. 

Чтобы убЪдиться въ справедливости этого предложевя, рЪ- 


шимъ уравнене (1), напримфръ относительно х, и, получивъ: 


с—ь 
(4). 9 ше -*, 


докажемъ, что всегда существуеть такое цЪлое значене для у, 
при которомъ с—бу дЪлится на-ЦЪло на а, или, что то же, при 
которомъ х имЪетъ также цфлое значене. 

Дъйствительно, если въ формулЪ (м) количеству у дадимъ 
послЪдовательно значеня чиселъ слфдующаго ряда: 


Мот в стока) м 
то с—6у приметь соотвЪтетвенно слфдующйя значешя: 
(10)... с, с 6, с-—26, ©—86,... в—тф,... е-—т,... в (а-- 2), е—(а—Ь, 


которыя по раздЪлени ихъ на а дадуть различные между 
собою остатки. Въ самомъ дЪлЪ, если бы два каюя-либо изъ 
количествъ этого рода, напримЪръ ст и с— я”, по раздЪ- 
ленши на а дали частныя 4 и 4’, но одинъ и тотъ же остатокъ х, 
то мы имЪли бы: 
с — тб = ати ве — т =а’ 4х; 
а вычтя эти равенства почленно, мы получили бы равенство 
(п — т) = а(а — 49°), 

вторая часть котораго дЪлится на а, слфдовательно и первая часть 
должна бы была дфлиться на а; такъ какъ 6, будучи по услов!ю 
число простое съ а, не дЪлится на а, то разность и — т должна 
была бы дЪлиться на а, что однакожъ невозможно, потому что 
ъ и т положительныя числа и порознь меньше а, какъ это видно 
изъ ряда (5). Итакъ, всЪ остатки, получаемые при раздЪлени 
чиселъ ряда (1) на а, различны между собой, притомъ они 
меньше дЪлителя а; слЪдовательно всЪ они должны заключаться 
въ ряду (%) и потому одинъ изъ этихъ остатковъ непремфнно 
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есть 0, т. е. одно изъ чиселъ ряда (ю) длится на а безъ 
остатка. Отсюда и заключаемъ, что при нЪкоторомъ цфломъ зна- 


: с : 
чеши у количество °—” или + иметь также цфлое значеше и 


слЪдовательно данное уравнене имЪетъ цфлое ръшен!е. 

3. Легко показать, что если мы какъ-нибудь найдемъ одно 
изъ цфлыхъ р-шен! даннаго уравненвя (1), напримЪръ х =, 
у ==, которое назовемь частнымъ рЪшенемъ, то формулы, 
даюцйя всЪ цЪлыя рЬшеня этого уравненя, будутъ слЪдуюцйя: 

(8... а 
у = ® + ав, 
ГДЪ # можетъ имЪфть произвольное цЪлое значеше, т.е. каждое 
изъ неизв стныхъ равно своему частному рЪъше- 
н1ю, сложенному съ произведен1емъ коэф фицщ1ента 
при другомъ неизвЪ стномъ на произвольное, но 
въ обоихъ случаяхъ одно и то же цЪлое число Ь 
при услов1и, чтобы одинъ изъ коэффиц1ентовъ 
входилъ въ формулы (3) со своимъ знакомъ, а дру- 
гой съ. обратнымъ знакомъ. 

Дъйствительно, если уравнеше (1) удовлетворяется при х=т 

иу= я, то имЪемъ тождество 
ат -Н 6% =с; 
а вычтя его почленно изъ даннаго уравненйя (1) получимъ: 
.а(2 — т) {+ Кут) =0 или 
а(х — т) =В(п — у), откуда ры 


Это равенство выражаетъ, что значення неизвЪстныхь хи у 
&—т п— у 
должны обращать дроби —— и —„^ въ равныя, хотя бы произ- 
вольныя величины, слЪдовательно, если положимъ, что 


ту 
а 


2—т 


СНА ь ЕТОЙ 


—$, откуда 


(5).... ж=т-Е 0 у=и— @ 
гдЪ { произвольное, положительное или отрицательное число. 
Что выражен!я (3) для г и у удовлетворяютъ данному урав- 
неню (1) при всякомъ значени & убЪждаемся также подста- 
новкою этихъ выражен въ уравненше (1). 


Дъйствительно, сдфлавъ эту подстановку, получимъ: 
а(т + 9) + (п - а) =, откуда 
ат -- аб 6% + ай == или 
ат - 6% = с, 
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а это независимо оть значен! # есть тождество, такъ какъ по 
условю г=т и у=я удовлетворяютъ уравнен!ю (1). 
Положимъ для примЪФра, что мы для уравнен!я 


(6).... 32+ 2у=37 


какимъ-нибудь образомъ нашли одно изъ его цвлыхь ръшенй: 
2—1, у=8; тогда по вышеизложенному получимъ обшйя формулы 
(7)....=7-+2% у=8— 3% 
даюпия всЪ цЪлыя р$фшеня даннаго уравненя, какъ положи- 
тельныя, такъ и отрицательныя, придавая # произвольныя цзлыя 
значен1я. Такъ, при #=1 получаемь х=9, у=5, при #=8 
имЪемъ х = 13, у=— 1 ит. д. Подстановкою этихъ значений! не- 
извфстныхъ въ уравненйя (6) убЪФдимся, что всЪ они удовлетво- 
ряютъ ему. 

Чтобы получить одни только положительныя цфлыя рёшеня 
уравнен!я вида а?-+Ву-=е, надо въ общемъ его рЪшен!и (5) 
выбрать значення #{ такъ, чтобы было одновременно 

т Ы>оО и п—@ > 0; 
рышен!е этихъ неравенствъ и даеть намъ предфлы тЪхъ зна- 
ченй & при которыхъ 2 и у имЪфють положительныя значевя. 

Такъ, получивъ для уравненйя (6) общее рЪъшене (7), по- 
лагаемъ 


$ 
т 21> 0 и 8—3#> 0, откуда > и < } 


слЪдовательно # можеть имЪть только слЪдуюция 6 значенй : 
—8, —2, —1, 0, + 1и + 2, а потому уравненше (6) имЪетъ только 
6 положительныхъ цфлыхъ рЪшен! именно: 


1 Ех 3 5 р а. я ==11 
у==17, (у==14, (у=11, [у=8, |у=5, у = 2. 


4. Легко получить всЪ ръшеня уравнения (1), когда коэф- 
фищенть при одномъ изъ неизвЪстныхъ равенъ 1. 

Такъ, уравнене х--3у =8 даетъ х=8— 8у; 
а полагая здЪеь послЪдовательно у =0, 1, 2 (при другихъ поло- 
жительныхъ значеншяхъ для у неизвЪстное х будетъ имЪФть отри- 
цательныя значен1я), мы’ получимъ соотвЪтетвенно 2 = 8, 5, 2. 

Къ этому случаю приводится тоть, когда известный членъ 
уравнен1я есть кратное число одного изъ коэффищентовъ при 
неизвЪстныхъ. .Такъ, имфя уравнен!е 


4х —5у==24, 


*) Здъеь знакъ = не годится, ибо # должно быть цълымъ числомъ. 
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въ которомъ 24 есть кратное число коэффищента 4, полагаемъ 
въ немъ у=42; тогда получимъ: 
42 —5.42=24, 
а разд5ливъ обЪ части на 4, имЪемъ: 
#—52=6, откуда г=6-- 52; 
слЪдовательно, полагая здфсь г=0, 1, 2, 3,... ДО ©о, получимъ: 
2—6, 11, 16, 21,,.. иу=42=0; 4, 8, 12.... 

5. Если коэффищенты а и 6 уравнен1я (1) сдЪланы вза- 
имно простыми, но одинъ изъ коэффищентовъь при неизвЪст- 
ныхъ, наприм$ръ а, еще имЪетъ общаго наибольшаго дЪлителя 
съ извЪстнымъ членомь с, то аи с можно уменьшить. ДЪистви- 
тельно, если обийй наибольший дЪлитель чиселъь аи с есть 4, 
то и бу дБлится на 4; а какъ по услов1ю 6 на 4 не дЪлится, то 
у должно быть кратнымъ 4, и потому, полагая у = ау’, получимъ: 

ах —— ау‘ ==, откуда 12+ =, 
гдЪ чи > числа цфлыя, соотвЪтственно меньшйя, чЪмъ а и с. 
ОпредливЪ затЪмъ изъ этого уравнен1я хи у’, найдемъ у изъ 
услоня у==ау’. 

Въ предыдущемъ мы видЪли, какъ по случайно найденному 
частному рфшеню уравненйя (1) можно составить общее рВшене, 
т: е. формулы (3); при этомъ все равно, будетъ ли частное рЪ- 
шене положительное или отрицательное: надо только въ фор- 
мулахъ (3) дать $ тамя цЪлыя значеня, чтобы х и у вышли по- 
ложительными. Но часто бываетъ труднымъ напасть на частное 
рЬшен1е даннаго уравнен1я; поэтому покажемъ, какъ въ этомъ 
случаЪ рЪшается неопред$ленное уравнене въ цфлыхь и поло- 
жительныхъ числахъ. Способъ этоть основанъ на томъ, что 
даннное уравнене приводится къ другому, такого же вида, но въ 
которомъ коэффищентъ при одномъ изъ неизвЪстныхь равенъ 1; 
рЬшеня послЪдняго уравненя получаются легко, какъ мы это 
видфли выше, а оть этихъ рьшен уже легко будетъ перейти 
къ рьшенямъ даннаго уравневя. 

Рьшимъ для примЪра уравнене 


7 З 
(0....182—8—=6 3%. 

Уничтоживь знаменателей, получимъ: 

(2)....152— 24у == 51, 


а раздфливъ обЪ части на 3, получимъ уравнене 
(8)....5=—8у=11, 


`97 


въ которомъ коэффищенты при 2 и у взаимно-простые, откуда 
заключаемъ, что это уравнене, а слЪдовательно и данное, иметь 
цЪлыя рЪшев!я. 

Ръшивъ уравнене (3) относительно неизвЪстнаго, имЪю- 
щаго меньш1й коэффищентъ, т. е. относительно х, получимъ: 


__ 11-Е 8у 
РИ 


- 

а исключивъ отсюда цфлую часть, найдемъ: 

15 2-- 5у-3у а а Зу _ я ЗУ. 
Е т Зву? 


== 


Такъ какъь хиу довнии имЪть цфлыя значеншя, то у надо 
яву 


выбрать такъ, чтобы дробь \ дала какое-нибудь цфлое число; 


положим, что это цълое число есть & тогда 


(4).... ж=з-Ру-Рь 


А 


. Это услов1е даетъ 


(5)....23у=5% 
т. е. новое неопредленное уравнене съ двумя неизвестными у 
и ® въ которомъ. однако коэффищенты меньше, чЪмъ въ дан- 
номъ уравненйи. 

СдЪлавъ съ уравнешемъ (5) то же сьмое, что сдЪфлали съ 
уравненемъ (3), т. е. рьшивъ его относительно неизвЪетнаго, 
имъющаго меньш! й офф, и исключивъ цфлую часть, 
получимъ: 


гдЪ по условю 


__ 5—2 38-22 &—2 
3 Е] * : 


Такъ какъ у и $ должны имЪть цфлыя значеня, то здЪеь 
дала нЪкоторое цЪлое 


Е 
надо выбрать # такъ, чтобы дробь = 
число; слЪФдовательно, обозначивъ это цЪфлое число буквою #, 
получимъ: 


(6)... и -Е В, 
ВЕ Я 04 ] Й 
гдЪ по условю —„——#, откуда получаемъ : 
(7). Е ЗеИ, 


т. е. новое уравнен!е съ двумя неизвЪетными $ и Ё, но съ мень- 
шими коэффищентами, чЪмъ въ предыдущемъ уравненйи (5). 
Ръшивъ и это уравнене относительно неизвЪстнаго, имЪю- 
щаго меньшшй коэффищентъ, получимъ: 
зе  эврео г 


а 


2 
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# 
а, полагая а. гдЪ # означаетъ какое-нибудь цЪлое число, 


получимъ: 
(8)... ЕЕ, 
гдЪ по условю —#, откуда получаемъ: 
ОФ .. = 


т. е. неопредЪленное уравнене съ двумя неизвЪстными Ё и #", 
причемъ одинъ изъ коэффищентовъ равенъ 1; а такое уравнене 
какъ мы видфли, рЪшается очень просто: стбитъ только дать #* 
рядъ произвольныхъ цфлыхъ значенш и мы получимъ соотвЪт- 
ственныя значеня для #; а зная Ё и Ё”", мы изъ уравневя (8) 
получимъ цЪфлыя значен!я для & а тогда изъ уравнен (6) и 
(4) найдемъ цфлыя значеня для у и х, удовлетворяюпия данному 
уравненйо (3). 

Но мы скорфе достигнемъ цфли, если хи у выразимъ въ 
зависимости отъ одного только #’, а затЪмъ уже дадимъ #’ про- 
извольныя ЦцФлыя значеня. Для этого подставимъ въ уравне- 
нм (8) вмЪсто # его величину 2#’ изъ уравненйя (9); тогда 


= 1-Е =1--3#“; слБдовательно уравнене (6) даетъ 
@ у—1- 8+ + 2#'—=1--5#’, и, наконецъ, уравнене (4) даетъ 
п] = 1-5 1-3 = 5-8". 
Чтобы теперь получить всЪ цфлыя положительныя ръшезя, 
полагаемъ 
5 + 8#' = 0и1-5Ё' = 0, откуда #' > — = ие > — 
слфдовательно #^ можеть имЪть значеня: 


г 
СР 


#'=0, 1, 2,8,... до со; тогда 
&=5, 13, 21, 29,... и соотвзтетвенно у=1, 6, 11, 16,... 


Формулы (а), какъ видно, вполнЪ согласны съ тфмЪъ, что мы 
сказали выше въ пункт 3 о состав общихъь рЪшенй, а это 
служитъ признакомъ вЪрности рЪшен!й (а). 

Изъ разсмотрЪннаго нами примфра видно, что рьшеше не- 
опредфленнаго уравнен!я приводится къ рЬшен!о другого тоже 
неопредъленнаго уравнения, но съ меньшими коэффищентами; ръЪ- 
шен!е этого уравнен!я въ свою очередъ приводится къ рЪшен1ю 
третьяго неопредФленнаго же уравневя, въ которомъ коэффи- 
щенты еще меньше, ит. д., и эта замЪна одного уравнен!я другимъ 
производится до тъхъ поръ, пока не получится уравнеше, въ ко- 
торомъ коэффищенть при одномъ изъ неиавфстныхъ есть 1. По- 
этому ясно, что ръшеше будеть тЪмъ успЪшнЪе, чЪмъ скорЪе 
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мы получимъ такое именно уравнене, а этого достигнемъ, во- 
первыхъ, тогда, когда при исключен!и цфФлой части мы устроимъ 
такъ, чтобы коэффищенты остатковъ отъ членовъ, содержащихъ 
неизвЪстныя, вышли по возможности меньшими (ибо эти остатки 
становятся очевидно коэффищентами въ послЪдующихъ уравне- 
шяхъ), во-вторыхъ, еще однимъ пр!емомъ, польза котораго вы- 
яснится при самомъ рьшени уравнения. 

Возьмемъ опять уравнене (3) и рьшимъ его относительно =; 
тогда получимъ: 


(10)... 2 ВЕНЕВ 1 у. 


Чтобы х и у были цфлыми числами, надо выбрать у такъ, 


2- 


чтобы и членъ ——- ==) былъ цфлымЪъ числомъ, а для этого достаточно, 


чтобы м 1—9 дЪлилея на-цЪло на 5; слЪдовательно, 
обозначивъ это цълое частное буквою & получимъ: 


(11)....2=3-2у +25 
гдЪ по условю Е =+, откуда 
(12)....у=1— 56 
т. е. получимъ уравнеше, въ которомъ коэффищенть при у есть 1. 
Мы такъ скоро достигли цфли, во-первыхъ, потому, что въ урав- 
ненйи (10) членъ 8у мы разбили не на 5у-+3у, какъ прежде, а на 
10у—2у, велЪдетве чего послЪ дЪлешя на 5 мы получили въ 


остаткЪ не Зу, а — 2, т. е. членъ съ меньшимъ коэффищен- 


2(1 — у) 
т 


= велЪдетые чего коэффищенть при у въ уравнен!и (12) 


томъ, во-вторыхъ, потому, что мы приняли не а 


1—у 
5 
сталь еще меньше, именно 1, а не 2, какъ это случилось бы, 


2—2 
если бы мы приняли =, 


Подставивъ значеше у изъ уравненйя (12) въ уравнене (11), 
получимъ 
#=3--2(1 —59 + 2=5 — 8, 
Итакъ, общее рьшен!е даннаго уравнен!я есть 


ВИА И 


ААА 


Чтобы т и у были положительными, надо цЪлыя значешя 
для { выбрать такъ, чтобы было 


5—8 =0и1— 5 = 0, А 
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< и; 
слЪдовательно # можеть имЪть слЪдуюцйя цфлыя значення: 
$=0, —1, —2, —8, —4,...до — со, тогда 
ао О Ре К Ни ТА 
т. е. ть же ршеня, которыя мы нашли и прежде. 

$ 35. Признаки ограниченности или неограниченности числа 
положительныхъ цБлыхъ рЬшенй неопредЪфленнаго уравнен!я вида 
ах- бу=с. По одному взгляду на уравненше можно опредФлить, 
имЪеть ли оно ограниченное или безконечное число положитель- 
ныхъ цфлыхъ рьшен@, или вовсе не имЪетъь ихъ. При этомъ 
положимъ, что коэффищентъ а величина положительная (въ про- 
тивномъ случаЪ мЪняемъ знаки всЪхъ членовъ уравневшя на 
обратные). 

1) Если коэффищенты при неизвЪстныхъ имЪютъ противо- 
положные знаки, то уравнене имЪеть безконечное число поло- 
жительныхъ цфлыхъь ршевй, потому что разность можетъ оста- 
ваться постоянно равною с, хотя 2 и у неопредЪленно возрастаютъ. 

2) Если коэффищенты а, Ви с имЪютъ одинаковые знаки, 
то уравнеше имЪетъ ограниченное число положительныхъ цЪ- 
лыхь р-шенш. ДЪйствительно, если въ уравнеши ар Ву =с 
членъ ах, напримЪръ, возрастаетьъ, то членъ Ву долженъ умень- 
шаться (такъ какъ сумма аг-|-Ву должна равняться постоянной 
величинЪ с), такъ что при дальнфйшемъ увеличен!и х мы, нако- 
нецъ, дойдемъ до того, что у приметъ уже отрицательное значенте. 

3) Уравнеше ах + Ву=—е съ положительными коэффищен- 
тами а, Ви с не имЪеть положительныхъь цфлыхъ рфшенй, 
если сумма коэффищентовъь а--6 больше с и с не дфлится ни 
на какой изъ коэффищентовъ а и 6, потому что при этихъ усло- 
вняхъ наименьшее положительное цЪлое значен!е, которое могутъ 
принимать хи у, есть 1; а при этихъ значеняхъ первая часть 
даннаго уравненя даетъь а+6, что по условшю больше с; если 
же при условии а-- > количество с длится на одинъ изъ 
коэффищентовъ а и 6, наприм$ръ на а, то уравнене очевидно 


. с 
имЪфеть одно только рьшеше именно #=-_ иу=о0. 


4) Уравнене ах + Ву=с при положительныхъь а и р и отри- 
цательномъ с не можетъ имфть положительныхъ рьшешй, потому 
что при положительныхъ значешяхь х и у первая часть уравне- 
ня оказывается положительною величиною, между тБмъ какъ 
вторая часть — отрицательная. у 
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УШ. ИзслЬдоване уравненйй. 


$ 36. Изсльдоване общаго уравнен!я 1-ой степени съ однимъ 
неизвЪстнымъ. При рьшеши математическаго вопроса въ общемъ 
видЪ помощью буквенныхъ уравнен!й мы въ отвЪтЪ получаемъ 
формулу, выражающую зависимость искомыхъ величинъ оть зна- 
чении данныхъ, т. е. оть значенй коэффищентовъ уравнений ; 
а если желаемъ примфнить получаемыя рЪшевшя къ частному 
вопросу, то мы должны замЪнить буквенныя данныя числовыми: 
а какъ послЪдея могуть быть весьма разнообразны, то важно 
знать, при какихъ данныхъ вопросъ возможенъ и при какихъ онъ 
невозможенъ. ОпредЪлить услов1я возможности или невозмож- 
ности предлагаемаго вопроса и зависимости искомыхъ величинъ 
оть значений данныхъ — значить изслЪ довать вопросъ. 

Обиий и упрощенный видъ уравнения 1-ой степени съ однимъ 
неизвЪстнымъ = есть 

(1).... аж=В, 


ГДЪ аи полагаются извЪстными. РЪшивъ это уравнеше, по- 
лучимъ: 


(2)....=—. 


Смотря по значенямъ коэффищентовъ а ив, неизвЪстное х 
можеть имЪфть разныя значеня. ИзслЪдуемъ эту зависимость. 

1. Еслиаи 6 неравны нулю и имЪфють одинаковые знаки, 
т. е. если а>0 и 6>0 или ах0и6-<0, то найденное зна- 
чешя для х будетъ положительное и дастъ, вообще говоря, 
прямой отвЪтъ на вопросъ, ршаемый уравнешемь (1), хотя и 
есть случаи, гдЪ и положительное рьшен!е несогласно со смыс- 
ломъ задачи. НапримЪръ, если спрашивалось, сколько было ра- 
бочихъ? и въ отвЪтЪ получаемъ дробное число, или если тре- 
бовалось опредЪлить двухзначное число по извЪстнымъ усло- 
вямъ, и мы получаемъ въ отвЪтЪ, что одна изъ цифръ иско- 
маго числа больше 9, чего очевидно быть не можетъ. 

2. Если аи ® неравны нулю и имфютъ противоположные 
знаки, т. е. если а>0и6<0 или ах 0и6_>0, то х имЪетъ 
отрицательное значене. 

Отрицательное рЪшен!е указываеть или на неправильную 
постановку вопроса, а именно на то, что искомой величинЪ слЪ- 
довало бы дать значеше, противоположное тому, которое ей было 
дано въ разсматриваемой задачЪ, или же оно указываетъ на 
ошибочное допущене, сдфланное нами при составленйи урав- 
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неня, или, наконецъ, на абсолютную невозможность задачи 
вслЪдетве несообразныхъ услов!й. 

Разъяснимъ это на слЪдующихъ примЪрахъ: 

ПримЬръ 1. Отцу теперь 46 лЪть, сыну 18 лЪтъ; черезъ 
сколько лЪть отець будетъ втрое старше сына? 

Рьшене. Обозначивъ буквою х число лЪтъ, по прошестви 
которыхъ отецъ будетъ втрое старше своего сына, мы получимъ 
уравнен!е 

(3)....3(8--2) =46-х, откуда х= — 4. 

Чтобы объяснить себЪ смыслъь этого отрицательнаго рьшеня, 
замЪтимъ, что если бы мы получили положительное значене 
для т, наприм$ръ х=4, то этимъ самымъ мы получили бы 
прямой отвЪть на вопросъ именно: отецъь будетъ втрое старше 
сына по прошествти четырехъ лфтъ; слЪдовательно изъ по- 
нятя, которое имЪемъ о положительныхъ и отрицательныхъ ве- 
личинахъ, мы должны заключить, что отрицательное ръшене 
= — 4 даетъ намъ обратный отвЪтъ на вопросъ именно: отецъ 
былъ втрое старше своего сына четыре года тому назадъ. 

Справедливость такого толкованйя отрицательнаго р-шеня 
въ нашей задачЪ подтверждается тЪмъ, что, подставивъ въ урав- 
неше (3) вмФсто х его значене —4, мы получимъ тождество 

3(18 —4) =46 —4, 
показывающее, что число лЪтъ .отца станетъ равнымъ утроенному 
числу лЪтъ сына тогда, когда число лЪть каждаго уменьшимъ 
на 4, значить отецьъ былъ втрое старше своего сына 4 года 
тому назадъ. 

Примръ 2. НЪкто купилъ два сорта сукна по 2 руб. и по 
3 руб. за аршинъ; въ кускЪ лучшаго сорта было двумя арши- 
нами меньше, чфмъ въ другомъ, а одинъ изъ этихъь кусковъ 
(неизвЪстно, какой именно) стоилъ 9-ю рублями больше другого. 
Сколько было аршинъ въ каждомъ кускЪ ? 

Рьшене. Положимъ, что было х аршинъ по 2 руб.; тогда 
сукна по 3 руб. было 2—2 арш.; слЪдовательно кусокъ худшаго 
сорта стоилъ 2х руб., а кусокъ лучшаго 3(%—2) руб.; но такъ 
какъ неизвЪстно, какой изъ этихъ кусковъ стоилъ на 9 руб. 
дороже, то допустимъ наудачу, что это былъ кусокъ низшей. 
доброты; тогда получимъ уравнене 


22—3(2—2)=9, откуда х=— 3. 
Такъ какъ здЪсь неизвЪстному < нельзя придавать значене, 


противоположное тому, которое ему дано было при составлейи 
уравнен!я, то заключаемтъ, что отрицательное рьшеше могло по- 
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лучиться здфеь только велфдетые предположеня, что кусокъ 
низшей доброты былъ на 9 руб. дороже другого; допуская же 
обрахгное, получимъ уравнене 
3(&—2) —2х =9, откуда х = 15. 

Примьръ 3. Сколько надо взять серебра 72-й пробы и сколько 
80-й пробы, чтобъ получить сплавъ въ 3 фунта 84-й пробы? 

Рьшене. Положимъ, что надо взять х фунтовъ 72-й пробы, 
а слЪдовательно (3 — =) фунт. 80-ой пробы; тогда первый кусокъ 
содержитъь 72х золотника чистаго серебра, а второй 80(3 — 2) з0- 
лотника чистаго серебра; слФдовательно весь сплавъ содержить 


72х - 80(8 —2) золотника чистаго серебра. 


Съ другой стороны сплавъ долженъ вЪеить три фунта и 
быть 84-й пробы, а потому онъ долженъ содержать 84.3, т. е. 
252 волотника чистаго серебра; слЪдовательно 

725 - 80(8 —=) =252, откуда х = — 11/5. 

ЗдЪеь отрицательное рфшен!е показываетъ, что задача не- 
возможна. И дЪйствительно, условя задачи требуютъ составить 
сплавъ высшей пробы изъ серебра низшихъ пробъ, что невозможно. 

Итакъ, если при рЬшени вопроса помощью уравневя ко- 
рень его оказывается отрицательнымъ, то неизвЪетному слЪдуетъ 
дать значене, противоположное тому, которое ему дано было 
при составлени уравненя, если только неизвЪстное можетъ быть 
взято въ двухъ противоположныхъ значешяхъ (см. примЪръ 1); 
если этого сдЪлать нельзя, то слфдуеть убЪдиться, не сдЪлано 
ли какое-нибудь невозможное предположене при составлеши 
уравненя и исправить эту ошибку (см. примЪръ 2); во всякомъ 
же иномъ случаЪ отрицательное рЪьшене служитъ признакомъ 
того, что вопросъ невозможенъ велфдетв!е несообразныхъ дан- 
ныхъ (см. примЪръ 3). 


3. Если 6=0 и а=0, то формула (2) даетъ = =0. 


Такое рьшен!е показываетъ отсутстве искомой величины. 
Примбръ. Отцу теперь 45 лЪть, сыну 15 лётъ. Черезъ 
сколько лЪть отецъ будетъ втрое старше сына? 

Рьшене. Обозначивъ искомое число лЪть чрезъ «, полу- 
чимъ уравнене ь 
3(15 + х) =45 + х, откуда 
45-32 =45-х, откуда г =0, 


т.е., считая съ настоящаго времени, отецъ не былъ и не будетъ 
втрое старше своего сына. Слфдовательно это обстоятельство 
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должно имЪФть мъЪето уже теперь. И дъйствительно, 45 лЪътъ 
больше 15 лФтьъ въ три раза. 


4. Если а=0 и 6 =0, то формула (2) даетъ 2—5. 


Чтобы разъяснить смыслъ такого ръшен!я, замЪфтимъ, что 
при сдЪланномъ предположеши уравнеше (1) принимаеть видъ 
(4.53 беж Ы, 
которому нельзя удовлетворить никакимъ опредфленнымъ значе- 
вемъ для х, ибо всякая конечная величина, умноженная на нуль, 
даеть въ произведении нуль, а не какую-нибудь опредзленную 
величину 6, отличную отъ нуля, какъ того требуетъ уравнене (4); 
слЪдовательно вопросъ, ръшаемый уравнешемъ (1) при предпо- 
ложенш, что а=0и 6==0, невозможенъ, такъ какъ дробь, чи- 
слитель которой величина конечная 2, неравная нулю, а знаме- 

натель нуль, равна безконечности. 

Такимъ образомъ уравнеше (1) при услои а=0и 6=0 
удовлетворяется при х=со; а какъ безконечность недоступна че- 
ловЪческому уму, то такое рьшене указываеть на невозмож- 
ность вопроса. и 

Впрочемъ, безконечное рьшене иногда допускаетъ возмож- 
ное толковане, напримЪръ въ н$которыхъ геометрическихъ во- 
просахъ. Такъ, если по нфкоторымъ условямъ требуется опре- 
дълить разстояне точки пересЪченя двухъ прямыхъ, лежащихъ 
на одной плоскости, и мы получаемъ въ отвЪтТЪ, что искомое 
разстояе безконечно, то это означаетъ, что искомаго пересЪче- 
я вовсе не существуетъ; значитъ данныя прямыя параллельны. 


5. Если, наконецъ, а=0 иб=0, то выводъ (2) даеть х = 5. 
Чтобы опредфлить смыслъ такого вывода, замЪфтимъ, что 
уравнен!е (1) при сдфланномъ услов!н обращается въ тождество 


0.х=0, которому удовлетворяетъ всякое значеше для х; отсюда 


0 
заключаемъ, что знакъ а представляетъ собою любую величину, 


почему онъ и. называется знакомъ неопредЪ ленности. 
Прим5чане. Не слЪдуеть полагать, что всякое выражеше, 


0 
принимающее видъ — есть истинная неопредЪленность, т. е. пред- 


ставляетъ собою какую-угодно величину. Напротивъ, часто слу- 
чается, что алгебраическая дробь принимаетъ видъ неопредЪлен- 


0 . 
ности т вслЪдетве того только, что числитель и знаменатель ея 


содержатъ общаго множителя, вообще неравнаго нулю, но обра- 
щающагося въ нуль при частныхъ значеняхъ буквъ, входя- 


105 

щихъ въ составъ дроби; слЪдовательно, исключивъ этоть общий 
множитель сокращешемъ дроби, мы при ТЪхъ же частныхъ пред- 
положеняхъ получимъ уже истинную ея величину или, какъ 
говорятъ, раскроемъ неопред$ленность. 

Въ $ 8 нами было уже приведено нЪсколько примфровъ на 
раскрыте неопредЪленностей. 

$ 37. Изельдоване двухъ уравненй первой степени съ двумя 
неизвЪстными. Р%шивъ два уравненя съ двумя неизвЪстными 
1-й степени въ общемъ видЪ именно уравненя: 


ах + бу =е 
(я : 
ЕЕ получимъ корни: 
сб’ — с ас’ — ас 
>. еду аб. 
Относительно коэффищентовъ а, ®, с, а’, Ви с’ можно сдЪ- 
лать слЪдующйя предположеня : 
|. Положимъ, что ни одинъ изъ числителей выражений (2), 
ни обийй ихъ знаменатель не равенъ нулю; тогда оба корня = 
и у будутъ конечныя величины, неравныя нулю, притомъ поло- 
жительныя, если оба члена каждой дроби имЪютъ одинаковые 
знаки, а отрицательныя, когда оба члена дроби имфФютъ противо- 
положные знаки. 
2. Положимъ, что ни одинъ изъ коэффищентовъь а, Ь, с, 
а’, 6’, с’ не равенъ нулю, но что общ знаменатель корней г иу 
равенъ нулю, а числители ихъ не равны нулю, т. е. что 
(3).... а’ —а%=0 или аб’ =а’б; тогда 
с’ — сЪ ас’ — а*с 
= оо, у= 
При рЪшенм одного уравненя съ однимъ неизвЪстнымЪ 
жд мы видфли, что рьшене х = со указываетъь на невозможность 
уравневя, а потому и на невозможность вопроса, рЪъшаемаго по- 
мощью этого уравнешя. Посмотримъ теперь, имЪеть ли мЪсто 
то же самое и здЪеь. Для этого уравняемъ коэффищенты при х 
въ данныхъ уравненяхъ, для чего умножимъ обЪ части перваго 
на а’, а обЪ части второго на а; тогда получимъ уравнен!я 


(4) аа’т- ау =са' и 
"`` ] аа - Мау = са, 


= со ($ 86 пункть 4). 


5 = 


первыя части которыхъ на основам условя (3) тождественны, 
слЪдовательно и вторыя ихъ части должны быть равны между 
собою, т. е. должно быть са’ =с'‘а или са’ —6'а=0, что противо- 
ръчить условшо, что ни одинъ изъ числителей корней х и у не 
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равенъ нулю; слЪдовательно и уравнен!я (4), а потому и урав- 
нен1я (1), другъ другу противорЪчатъ, т. е. несовмЪстны. 
3. Положимъ, что каждый изъ числителей выраженйй (2) 
равенъ нулю, т. е. что 


(5).... 66' — с =0 и ав’ — ав =0, 


причемъ ни одинъ изъ коэффищентовъ данныхъ уравнении не 
равенъ нулю; докажемъ, что тогда общ ихь знаменатель 
а’ — а непремфнно равенъ нулю. ДЪйствительно, условя (5) 
даютъ равенства 
сс м ав-аг, 

а раздфливъ ихъ почленно, мы послЪ сокращен! получимъ: 

и 28 

а’ ты 

й 0 0 

откуда аб’ = а’ или а’ —аЪ=0; слЪдовательно = -, У=Ь-. 

Чтобы убЪдиться, что въ уравненяхъ (1) неизвЪстныя имЪютъ 
неопредЪленныя значення, уравняемъ въ нихъ коэффищенты при 2; 
тогда получимъ уравнешя (4), которыя на основаши услов!й (5) 
тождественны ; слЪдовательно для опредЪленя 2 и у мы имЪемъ 
не два уравненя, а только одно; а какъ одно. уравнеше съ двумя 
неизвЪстными имЪетъ неограниченное число ръшеювй, то зна- 
ченя = и у остаются неопредфленными. 

Къ такому же выводу мы бы пришли, если бы полагали, что 
одинъ изъ» числителей выражеши (2) и обийЙ ихъ знаменатель 
равны нулю, но что ни одинъ изъ коэффищентовъ данныхъ урав- 
нений не равенъ нулю. 

4. Допустимъ опять, что каждый изъ числителей выраженй 
(2) равенъ нулю, притомъ числитель, напримЪръ, въ выражеви 
для х велЪдетв!е того, что члены взаимно уничтожаются, а чис- 
литель въ выражеши для у вслЪдетве того, что а и а’ порознь 
равны нулю, т. е. положимъ: 


(6).... сб’ — 66 =0, а=0, а’ =0; 


0 о 
тогда опять получимъ: % = —? = 16 


Легко показать, что здфсь одно только х остается неопре- 
дЪленнымъ, а неопредЪленный видъ неизвЪстнаго у только ка- 
жущея, происходяпИй отъ того, что числитель и знаменатель 
его содержать обийй множитель, обращающийся въ нуль при 
услов!и (6). ДЪйствительно, это услов1е даетъ 


с6' = с'6, откуда с = 2: 


>» & потому 
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съ 
ас’ — ас _ ас’—а. м _ абс‘ — афс' _ саб’ — аъ) 0 


У а5—аъ аа = Бам) абы, 
т 
слЪдовательно у имЪеть опредЪленное значене -„-; а какъ та- 


кого преобразован!я въ выражеши для 2 сдфлать нельзя, то х 
остается неопредъленнымъ. 

Сказанное подтверждается и данными уравненйями (1), ко- 
торыя при условяхъ (6) приводятся къ слЪдующимъ: 


0.2 бу=е 
0.х-НМу=е,, 
изъ которыхъ видно, что х можеть имЪть любое значене, а для 
у мы изъ этихь уравнен! получаемъ: 
с Е 
И ЕО 
но изъ услоя сб’—с'=о0 слЪдуеть, что с’ =е, откуда 
[. Я 
5’ 


. [я 
чене тр 


5. Мы въ пунктЪ (3) видфли, что если оба числителя въ 
выраженяхъ для хи у равны нулю, но ни одинъ изъ коэффи- 
щентовъ а, 6, с, а’, 6', с’ не равенъ нулю, то и обийй ихь зна- 
менатель равенъ нулю; для того же, чтобы оба числителя обра- 
тились въ нуль, а обийй ихъ знаменатель нФтъ, необходимо, 
чтобы было с=0 и с'=0; тогда получимъ: 

0 0 
аб аъ = 0, УРаы—оъ-= 0: 

$ 38. Изсльдоване общаго уравненя 2-й степени. Обиий и 
упрощенный видъ квадратнаго уравнен1я съ однимъ неизвЪст- 
нымъ и съ вещественными коэффищентами есть 


ат вх +е=0. 


КУА срут ЕТ, г 
Его корни суть х, = РЕ. РЕ ее 


слЪдовательно 9 имЪеть одно только опредЪленное зна- 


Не 


ИзслЪдуемъ эти корни, причемъ положимъ, что коэффи- 
щентъ а число положительное; въ противномъ случаЪ мы можемъ 
перемЪнить знаки всЪхъ членовъ уравнен1я на обратные. 

Т. Если ни а, ни не равно нулю и 6’ — 4ас>0, то оба 
корня вещественные и неравные; при этомъ можетъ быть в =0, 
в —>0 или се— 0. 

1) Если се=0, то и 4ас=0, а потому одинъ корень есть 
о —Ь-Ь _ ь 

2а 


=0, другой равенъ —„— =—-„- 
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2) Если при услови 65 —4асе >0 будетъ с >0, то И 8? — 4ае 
численно меньше, чЪмЪъ р, ибо а>0, а потому при положитель- 
номъ В (слЪдовательно —№ число отрицательное) оба корня отри- 
цательные, а при отрицательномъ 6, оба корня положительные. 

3) Если с<0, то очевидно услове 5? — 4ав>0 при а>0 
всегда выполнено и У? — 4ас численно больше 6, а потому при 
положительномъ корень 1, положительный, корень хх, — отри- 
цательный, притомъ положительный корень численно меньше 
отрицательнаго; при отрицательномъ же р одинъ корень опять 
будеть положительнымъ, другой отрицательнымъ, но положи- 
тельный корень численно больше отрицательнаго. 


ь 
П. Если 6? — 4ас =0, то я, = 2 = —_, Т. е. оба корня равны. 


2а 
Ш. Если 65 —4ас<0, то оба корня мнимые и сопряженные: 
—+И- @ж- _ Ив —5— + Удае — 5 
== а: 
2а 2а 2а 


ГУ. Коли 6-0 и < 0, то а И --У— в 


а 
= —Й — =, т. е. оба корня численно равны, но противоположны 
по знакамъ, притомъ они вещественные, ибо при а>0ис< 0 
количество — = есть число положительное; если же а>0и 


с 
с >0, то корни мнимые, ибо тогда — т количество отрицательное. 


0 
т, 

УГ. Предполагать, что а=0, мы въ сущности не можемъ, 
потому что тогда мы имЪли бы не квадратное уравнеше, а урав- 
нене 1-й степени 6х + с=0; но можно поставить такой вопросъ, 
къ какимъ значемямъ стремятся корни нашего уравненйя, когда 
коэффищентъ а уменьшается, стремясь къ нулю? 

Въ этомъ случаЪ рьшен!е даннаго уравненя принимаетъ видъ 
—5+Ую _ 4 

0 ОВ, 
т. е. при неограниченномъ уменьшени коэффищента а одинъ 


У. Если ф=0 и с=0, то ж, =. = 


корень въ предЪлЪ принимаетъ неопредЪленный видъ ЕЕ ых — ©, 
В 2-95 


КО. 
Для раскрытя неопредЪленности перваго корня преобразуемъ пер- 


воначальный видъ этого корня такъ: 


(АБУ 52— 4ас) (—5—У 5? 4ас) `В 2с 
2а( —ь —У 5?— 4ас) П-Ь- У — 4? 


другой численно увеличивается, стремясь къ 


= 
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ь 2 
что при стремлеши а къ нулю стремится кь 5, т. е. къ 


с 
— ; 210 можно бы было предвидЪть, такъ какъ тогда данное 


уравнене стремится къ предфльному уравненю 8+ е=0, имЪю- 
с 
щему корень —-„-. 
УП. Если 6=0, с==0 и а стремится къ нулю, то пред. 


0 о ! 
ал =-0` и пред. ж, = -5-. Для раскрыйя этихъ неопредъленностей 


преобразуемъ корни такъ, какъ мы это дЪлали въ предыдущемъ 
случаЪ УГ; тогда получимъ: 


2с 2с 


т Й бо = ——_— 
уфе. — 


откуда видно, что съ приближешемъ а и 6 кь нулю пред. 


2с 2с 
В ль На: 


УШ. Полагать въ нашемъ уравнени одновременно а= 0, 
р=0 ис=о въ сущности нельзя, ибо тогда мы имфли бы не 
уравнен!е, а тождество 0=0; однако ради общности можно раз- 
сматривать и этотъ случай; тогда оба корня опять принимають 


0 
неопредЪленный видъ -р-; но эти неопредфленности уже нерас- 


‚ крываемы, значить данное уравнене въ этомъ случаЪ удовле- 

творяется всякими значенями х, что, впрочемъ, можно бы было 
предвидЪть, такъ какъ при а=0, 6=0 и с=0 наше уравнене 
можно написать такъ: 0.22--0.2-0=0, а это равенство имфетъ 
МЪето при всякомъ значени х. 

ПримЬръ на изслЬдоване уравненя 2-ой степени. На пря- 
мой расположены два источника свЗта Аи В; опре- 
дЪъ лить на той же прямой точку, равноосв5 щаемую 
обоими источниками. 

Рьшене. Положимъ, что разстоян!е между источниками 4 
и В есть 4 и что искомая точка находится между обоими источ- 
никами на разстоянйи х отъ источника А; тогда ея разстояше 
оть источника В будеть а— <. 

Изъ физики же извЪетно, что яркость свЪта даннаго источ- 
ника при прочихъ равныхъ обстоятельствахъ обратно-пропорщюо- 
нальна квадрату разстоян1я освЪщаемаго предмета отъ источника, 
свЪта; слЪдовательно, полагая, что 

яркость свЪта источника А на разстоян1и, равномъ 1, есть т, 

яркость свФта источника В на разстоянйи, равномъ 1, есть я, 
найдемъ, что 
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2». 


яркость свЪта въ искомой точкЪ оть источника А есть =, 


” х * ® 
яркость свЪта въ искомой точкЪ отъ источника В есть а, 
а потому по услово задачи должно быть 


4т_У тп) _аУт(Ут У») 
т—п т—п 
_аУтУт- У") _ аут _4Ут(Ут—У п) _ аут _ 
3. т—п к Ут— Я т—п со Уют-+УИ» Г 
Такъ какь тия существенно положительныя количества, 
то оба корня всегда вещественные; а какъ и 4 существенно по- 
ложительное количество и въ частномъ случаЪ можетъ быть 
4=0, то предложенный вопросъ приходится изелЪдовать въ 


каждомъ изъ слЪдующихъ 5 случаевъ: 


1) 4—0, т>п; 2) 40, тт; 3) 4—>0, т=п; 4) а=0, 
т=т; 5) 4=0, т=л. 


ира НЫ ы 
о Пе 


т е. 


21 


1 случай. 4>0, т> и (т. е. источникь А сильнЪе источ- 
ника В). Въ этомъ случаЪ х и *, положительныя величины; 
слЪдовательно существуютъ двЪ точки, разноосвъщаемыя обоими 


Е Уп 
источниками; а какъ при сдфланномъ услови о 
р у А 
дробь же КЕ но >" (ибо при пт имЪемъ У т-- 
Ут У п й 2 


+Уп<?2ИУт), тож >4аиз.<а, но> к т. е. одна точка нахо- 


дится за слабъйшимъ источникомъ В, а другая между обоими 
источниками ближе къ слабЪйшему. 


| случай. 4>0, т< ли (т. е. источникъ А слабЪе В). При 
С . а 
этомъ услои корень =, положительный, менышй чЪмъ ->- (ибо 


если п>т, то ИУт-+Ип>?2Ит), корень же 2х, отрицательный, 
численно больпий чЪмъ 4; слЪдовательно опять существують 
двЪ точки, удовлетворяюция вопросу: одна между обоими источ- 
никами ближе къ слабъйшему А, отв5чающая положительному 
корню т», другая по другую сторону отъь того же источника и 
отвЪчающая отрицательному корню 1... 


: а 
Ш случай. 4—0, т=и. При этомъ услови <, = осо, 2, =. 


Второе рьшене показываетъ, что искомая точка находится какъ- 
разъ въ срединф между обоими источниками, чего при равной 
силЪ ихь и нужно было ожидать, первое же рьшевше показы- 
ваетъ, что второй равноосвЪщенной точки въ сущности нЪтъ, но 
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что по мЪрЪ сравневшя силы свЪта обоихъ источниковъ вторая 
точка удаляется въ безконечность. 

1\ случай. 4=0, т=и. Въ этомъ случаЪ х, =0 и 4.=0, 
т. е. когда оба источника разной яркости и находятся въ одной 
и той же точкЪ, то только одна эта точка одинаково освЪщается 
обоими источниками. 


Е 0 
\ случай. 4=0, т=и. При этомъ услови х, =--, 2 = 0. 


Второе рьшене показываетъ, что при равныхъ источникахъ, на- 
ходящихся въ одной и той точкЪ, эта же точка одинаково освЪ- 
щается обоими источниками; первое же ръьшене, неопредЪлен- 
ность котораго очевидно не раскрываема, показываетъ, что и 
всякая другая точка одинаково освЪщается обоими источниками, 
чего при равныхъ источникахъ, находящихся на одномъ и томъ 
же мЪетЪ, и нужно было ожидать. 


ТХ. Дополнене къ теории логариемовъ. 


$ 39. Измьнене показательной функщи а” при измьненм по- 
казателя х. Въ нижеслъдующемъ изложении мы будемъ считать 
основане а положительнымъ; тогда а” при всякомъ цЪломъ х 
имЪеть положительное значеше, а въ случаЪ. дробнаго значення х, 
т. е. когда а” приводится къ радикалу, мы будемъ имЪть въ виду 
только его вещественное и положительное, т. е. ариометическое 
значене, которое онъ всегда имЪеть ($ 26). Докажемъ теперь 
слЪдуюцйя теоремы: 

Теорема 1. Если а>1, то а “>11 при положитель- 
номъ значен!и х, но 4 "< 1 при отрицательномъ зна- 
чен!и х. 

1) Если 2 число цфлое и положительное и а>>1, то а” есть 
произведене равныхъ множителей, ббльшихъ 1, а потому а”>>1. 

2) Если х есть соизмфримая положительная дробь, напри- 


т 
мЪрь =-„, ГД т и п цБлыя и положительныя числа, то 


т п 
а" =У а”; но такъь какъ при а>1 будеть также а">>1, то и 


п т 
У а" или а" > 1. 

3) Если = при а>1 имЪеть положительное несоизмЪримое 
значеше »и, то положимъ, что числа ряда 


Феи Мо, Шу, Ш... .. 
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суть его послЪдовательныя соизмфримыя приближенныя значеня, 


вычисленныя съ недостаткомъ и съ возрастающею степенью точ- , 


ности ; тогда, по $ 10, т = Нти„ и слЪдовательно а” — аи, тай; 
а какъь по предыдущему случаю всегда а“ > 1, то и Ита“">> 1, 


В к 
Наконецъ, 4) если + имфетъ отрицательное значене, напри- 


1 1 
МВрь х=— эт, то =а"=шы; а какь а">1, то „ или 
И а Ач 
Теорема 2. Если «< 1, то а“<1 при положитель- 
номъ значен!и 2, но 4*>1 при отрицательномъ зна- 
чент1и =. 
п 
ДъЪиствительно, если «а<1, то можно полагать ие гдЪ 


$>1; слЪдовательно а“ = но такъ какъ по предыдущей 


ф= 
теорем при положительномъ 2 будеть 65">1, то а"<1; при 
отрицательномъ же х будеть “< 1, значить а” >> 1. 

Теорема 3. Показательная функц!я 4” возрастаетъ 
съ увеличен1емъ =, если основан!е а>1, но убы- 
ваетъ съ увеличен!емъ х, если а< 1. 

_Дадимъ показателю 1 каюя-нибудь два значешя т и я, 
причемъ т >и, и докажемъ, что а” > а” при а>1, но "< а 
при а< 1. 

Въ самомъ дЪлЪ, а”: а" = а”"", гдЪ т—п 0; слЪдовательно, 
если а; т0та”*—1,. вначить а“ и": соли же д т то 
1. ал 

Теорема 4. При а>т1 функц! я а” стремится къ 
+ со, когда + стремится къ со, но она стремится 
къ нулю, когда я стремится къ — оо. 

1) Положимьъ, что а>1 и что 2 принимаетъ цзлыя и поло- 
жительныя значенйя; тогда, 


а —1 
ее, Е а аз... Ра-1 (всего = членовъ), 
гдЪ каждый членъ правой части за исключешемъ послЪдняго 
больше 1; слЗдовательно, замфнивъ эти члены единицами, по- 
лучимъ: 


# —1 

з2 = >>, откуда а“ >=(а— 1-1; 
правая часть этого неравенства при неограниченномъ увеличе- 
ши 2 стремится къ - со, значить 4” подавно стремится къ - оо. 
2) Если = стремится къ + со, принимая дробныя или не- 
соизмЪримыя значеня, то для всякаго такого значеня = всегда- 


118 
найдутся два такихъ цлыхъ числа ри р-- 1, что каждый разъ 
будеть р< #<р- 1, а ел$довательно а? < а” < аРМ (теорема 3); 
но такъь какъ а? и а? съ неограниченнымъ увеличешемъ р 
стремятся къ - со, то и а” стремится къ со ($ 5, теорема 11). 

3) Если х принимаетъ отрицательныя значеня, численно 
стремяцйяся къ со, напримфръ 2 = — у, гдЪ у стремится кь оо, 
1 

то ==; а какъ а при а>1 стремится къ со, то я 


1 
или а’ стремится къ —, т. е. къ нулю. 
оо 


Теорема 5. При а<1 функц!я а” стремится къ 
нулю, когда х стремится къ - с°, но она стремится 
къ - со, когда х стремится къ — оо. 


1 1 
Если «< 1, то можно полагать а = т, г 6 > 1; тогда а" = е 


а какъ 6” съ неограниченнымъ увеличешемъ х стремится къ со, 
то а” стремится къ нулю; когда же = стремится къ — со, то 5" 
стремится къ © или къ 5 т. е. кь нулю, значитъ а” стре- 
2-4 
0 ) 
Теорема 6. Показательная функц1я 4" — непрерыв- 
ная навсемъ протяжен!1и изм нен1я перемЪнной х. 
Положимъ, что при нЪкоторомъ опредфленномъ, впрочемъ 
произвольномъ, значении х, напримЪръ при 4 == р, а” принимаетъ 
значене 4, т. е. а? = 4, и дадимъ показателю р безконечно-малое 
приращене а; тогда и 4 получить нФкоторое приращене #; до- 
кажемъ, что # также безконечно-малая величина, чЪмъ и дока- 
жется непрерывность функщи а” при всякомъ х. 
Дъиствительно, & = а?“ —аР = аР(а“— 1); слЪдовательно 


мится къ т.е. кь со. 


Пл & = аР. Нм (а“ — 1), 

ибо а? — постоянная величина; а какъ по теоремЪ 13 $8 5 
Ни (а“ — 1) =0 иа?Р — конечная величина, то Ит # == 0, т. е. #— 
безконечно-малая величина. 

$ 40. Логариемы, разсматриваемые какъ члены ариеметиче- 
ской прогресси. Мы знаемъ, что логариемомъ даннаго числа на- 
зывается показатель степени, въ которую надо возвысить н%Ъко- 
торое извЪстное, разъ на всегда выбранное число, называемое 
основан1емъ логариемовъ, чтобы получить данное число. 
Такъ въ равенствЪ а’ ==, у есть логариемъ числа х при оено- 
вани а, что обозначается такъ: 


у =1ех при основайи а или такъ: у = вх, 
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гдЪ указатель (ш4ех) а около знака 15, несколько ниже его, озна- 
чаетъ, что за основанйе логариемовъ выбрано число- а. 

Функщя у = 12% называется логариемическою. 

Изъ предыдущаго курса также извЪстно, что за основаше 
логариемовъ можно выбрать всякое положительное и конечное 
число, неравное единицЪ. 

Докажемъ теперь слЪдуюция теоремы: 

Теорема |. Логариемическая функцуя 1х — не- 
прерывная. 

Положимъ, что при н%которомъ опредЪленномъ, положи- 
тельномъ, хотя и произвольномъ значени 2, напримЪръ при 
& =, юх принимаетъ значене 4, такъ что р =4, и дадимъ 
количеству р безконечно-малое приращеше а; тогда и 4 получить 
нъкоторое приращеше №; докажемъ, что & также безконечно-ма- 
лая величина, чЪмъ и докажется непрерывность функщи 1х 
при всякомъ значеши 2х. 

Равенства 49 = 12р и 9 - ® = 12(р -- а) однозначания съ ра- 
венствами 41 =р и а?!" = ра, гдъ а — основаше логариемовъ, 
и потому 


а — а*** — а1 = а1 (а*— 1), откуда а" —1== 


аа 
но такъ какъ а безконечно-малая величина, ат — конечная, то 
_ безконечно-малая величина; слЪдовательно 
Ши(а^ — 1) = 0 или Ш а* =1, или ай" = 1, 

значить Ни # = 0, а потому #— безконечно-малая величина. 

Теорема 2. Если составимъ двЪ прогресаи: одну геометри- 
ческую съ произвольнымъ знаменателемъ 4 и начинающуюся съ 
единицы, другую ариеметическую съ произвольною разностью 4 
и начинающуюся съ нуля, и эти прогресеи продолжимъ въ обЪ 
стороны неопредЪленно далеко, то получимъ безконечные ряды: 


Пя а ое 
(2)....—па,...—3а, —2а, —а, 0, а, 24, 34,...па..., 


гдЪ всяюШ членъ прогресси (2) есть логариемъ соотвЪтетвую- 
1 
щаго ему члена прогресейи (1) при основаши 4”. 
Доказательство. Произвольный членъ прогресайи (1), напри- 
мЪръ 4", можно представить такъ: 


"> па 
Ч". = (7) , 


слЪдовательно по опредЪленю логариема 1 4” = па при основа- 
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1 
аа 
ни 9’. Отсюда и заключаемъ, что члены ряда (1) имЪють лога- 


риемами соотвзтствующе имъ члены ряда (2) при услови, что 
1 


за основане логариемовъ принято 4”. 

Теорема 3 (обратная предыдущей). Если составимъ двЪ 
прогресаи: одну геометрическую (1) съ произвольнымъ знамена- 
телемъ 4 и начинающуюся съ единицы, другую — ариеметиче- 
скую съ произвольною разностью 4 и начинающуюся съ нуля, и 
эти прогресейи продолжимъ въ об стороны неопредфленно да- 
леко, то, принимая члены ариеметической прогрессйи (2) за си- 
стему логариемовъ, соотвЪтствующе имъ члены геометрической 


прогрессйи (1) можно будетъ разсматривать какъ числа, соотвЪт- 
т - 


ствующя этимъ логариемамъ при основании 4“. 
Доказательство. Положимъ, что при н$Ъкоторомъ основаи 
а = 124; тогда 


я\за 
4 = п 19 4 = 184" = В ) ь 
откуда и заключаемъ, что, если какой-нибудь членъ "4 ариеме- 
тической прогресаи (2) принять за логариемъ, то соотвЪтетвую- 
щее этому логариему число есть соотвЪтствуюцйй ему членъ 4" 
геометрической прогресаи (1) при услов!и, что за основане ло- 
1 


гариемовъ принято 0“. 

Изъ посл$днихь двухъ теоремъ слЪфдуетъ, что, составивъ 
дв произвольныя прогресс и: геометрическую, начинающуюся съ 
единицы, и ариеметнческую, начинающуюся съ нуля, и продол- 
женныя въ обЪ стороны до безконечности, мы можемъ разсмат- 
ривать члены ариеметической прогрессйи какъ систему логарие- 
мовъ чиселъ, составляющихъ геометрическую прогресс!ю, и обратно, 
причемъ основашемъ логариемовъ будетъ знаменатель геометри- 
ческой прогресфи съ показателемъ, равнымъ единицЪ, дленной 
на разность ариеметической прогрессии. - 

$ 41. Существоване логариема для всякаго положительнаго 
числа при положительномъ основанм. Зная, что цЪлая степень 
положительнаго основанйя есть число положительное, и условив- 
шись подЪъ дробною степенью положительнаго основаня пони- 
мать только его ариеметическое, т. е. положительное, значеше, 
заключаемъ, что отрицательное число при положительномъ осно- 
ваши не имЪетъ логариема. 

Докажемъ теперь слЪдующую теорему: 

8= 
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Всякое положительное число при положительномъ 
основан!и, неравномъ единиц, имЪетъ логариемъ, 
который можетъ быть вычисленъ или точно, или 
приближенно съ желаемою степенью точности. 

Въ самомъ дЪлЪ, если примемъ положительное число а, не- 
равное единицЪ, за основаше логариемовъ, то по предыдущему 
каждый членъ ариеметической прогресейи 
(3)....—(®-1),—",...-—8, —2, —1,0, 1,2, 3, ...п, в .. 
есть логариемъ соотвЪфтствующаго ему члена геометрической 
прогресеи 
нор ато аа Золе 
при основан и а, считая соотвфтственными тЪ члены, которые за- 
нимаютъь тЪ-же мЪста относительно члена нуль ариеметической 
прогресейи и члена единицы геометрической. 

Положимъ, что надо опредЪлить 1М при основанйи а. Если 
въ ряду (4) найдется число равное №, напримЪфръ, если а” == №, 
то соотвфтетвующее ему число п ряда (3) и будетъ логариемъ 
числа №; если же ни одно изъ чиселъ ряда (4) не равно №, то 
въ немъ всегда найдутся два смежныхъ числа, напримЪръ а" и 
а”Н, между которыми заключается № Вставимъ между этими 
двумя числами произвольное число р среднихъ геометрическихъ 
чиселъ, а также между соотвЪтетвующими имъ числами пи 


п | 1 ряда (8) р среднихъ ариеметическихъ; тогда знаменатель 
1 
рт 


вновь получаемой геометрической прогресеи будетъ а р 


ность вновь получаемой ариеметической прогрессе будеть т д 
такъ что получимъ ряды: 


Ук. а: вы к Я: 
(ужа арм, а" рн, вы а"ТьН, ар, еее ан, а": и 


1 я. |: 1 
(6)... ь + рт» -.- пре еь- Е ь п--1, 


причемъ каждый членъ ряда (6) есть логариемъ соотвЪтетвую- 
щаго ему члена ряда (5) при основанйи а. Если теперь данное 
число М равно какому-нибудь члену ряда (5), наприм$ръ 


к 
№ а" РН, то его есь есть соотвфтествуюций ему членъ 


ряда(6), именно пт — число точное, а слЪдовательно соиз- 


мЪримое; если же № не встрЪчается между числами ряда (5), 
то между числами а" и а”! ряда (4) вставимъ большее число 
среднихъ геометрическихъ, чЪмъ прежде, и столько же среднихъ 


ТЕ 


ариеметическихъ между м и п + 1, неопред$ленно увеличивая р 
(иричемъ и # увеличивается, оставаясь однако меньше, чЪмъ р) 
и каждый разъ испытывая число вновь получаемыхъ геометри- 
ческихъ прогресеай. Если ни при какомъ сколь-угодно боль- 
шомъ числЪ р среднихъ геометрическихъ чиселъ, вставленныхъ 
между а" и а", въ ряду (5) не окажется числа равнаго №, то 
12 № не можетъ быть опредфленъ точнымъ образомъ, а можетъ 
быть найденъ лишь приближенно, впрочемъ съ произвольною сте- 
пенью точности. 

°— Дъйствительно, если число № не встрЪчается въ ряду (5), 


® ®-1 

7% речек 7 Ре 

то выбираемъ въ немъ два смежныхъ числа а Фр иа Фра, 
между которыми заключается №, т. е. тая, что будеть 


ка в. ка 
НН < м< ар или же а" "РН >> М> а"Рьн, 


смотря по тому, будетъь ли а > 1 На а <_1; елВдовательно 12 № 


будетъ заключаться между я - п —- т 


я которая при не- 
ограниченномъ увеличени р можеть быть сдфлана произвольно 


ы и а какъ числен- 


ная разность между этими числами есть 


ка р. 
малою, то и численная разность а" Р-Н — а" ТРН можеть быть 
сдЪлана произвольно малою, ибо показательная функщя есть не- 
прерывная ($ 39). Отсюда заключаемъ (теорема 10 $ 5), что вы 


ное постоянное число № есть обийй предълъь чиселъ а "ыы и 


1 
а" Тьы при неограниченномъ увеличен р, т. 


па (Г +н) — Ша (+) — № или 


ф— © се. 
С — 29 и: оат(» +2) — М, откуда, 
р=<® р < 


18 = Ша (й НУ 2 


Этотъ результатъ показываетъ, что 12 существуеть, и если 
онъ окажется числомъ несоизмЪримымъ, то онъ по крайней мЪрь 
можетъ быть найденъ приближенно съ желаемою степенью те 


ности. о напримЪръ, если 15№ заключается между п + а 


ия ай Не то, принимая 12№ = п Ь мы сдфлаемъ ошибку, 
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меньшую чЪмъ на Е ибо (п —— 2) — (" + =) = Е а слЪ- 
К 1 

довательно численная разность ]8№ — (" — тя ее т 

Замфтимъ, что при положительномъ основаши а неравномъ 
единицф всякое положительное число № имЪетъ одинъ только 
вещественный логариемъ*), потому что а” при разныхъ веще- 
ственныхъ значешяхь л имЪетъ разныя значеня. 

Обратно, всякому данному логариему соотвЪтствуеть одно 
только число, потому что, если бы тому же логариему х соотвЪт- 
ствовали два различныхъ числа № и М№,, то было бы 


а” = Ми а* = М,, откуда № = М,, 


что при разныхъ числахъ № и №, невозможно. 

Обийя свойства логариемовъ при всякомъ основанш, равно 
какъ свойства Бригговыхъ логариемовъ, намъ уже извЪетны изъ 
общаго курса алгебры. 

$ 42. Основане натуральныхъ логариемовъ. Совокупность 
логариемовъ чиселъ, вычисленныхъ при одномъ и томъ же осно- 
ван!и, составляеть систему логариемовъ при этомъ осно- 
ванши. Общеупотребительная система логариемовъ — система 
Бригга, вычисленная при основан!и десять; но въ выесшемъ ма- 
тематическомъ анализЪ употребляется еще другая система лога- 
риемовъ, называемая натуральною и вычисленная при несо- 
измЪримомъ основан, съ которымъ мы здЪеь нЪеколько позна- 
комимся. 

Составимъ геометрическую прогресфю со знаменателемъ 
1 + 2 и начинающуюся съ 1, а также ариометическую прогресс!ю 
съ разностью а и начинающуюся съ 0, т. е. ряды 


(1).... 1, 1+), (1-8), (1+ =},... а+ а)", а-+&)”#"...и 
МЫ а, 2а, бя ие Пан © 


тогда по $ 40 всякШ членъ ряда (2) есть логариемъ соотвЪт- 
1 


ствующаго ему члена ряда (1) при основаши (1 — г)”. 
Положимъ, что здЪсь = безконечно-малая величина; тогда 
и а безконечно-малая величина, ибо изъ рядовъ (1) и (2) видно, 
что а == 12(1 + &); а какъ 191 =0 и логариемическая функщя — 
непревывная, то при безконечно-маломъ & и а должна быть 


®) Въ высшемъ анализЪ доказывается, что при указанныхъ условяхъ 
всякое число при положительномъ основании иметь безчисленное множество 
логариемовъ, изъ коихъ только одинЪъ вещественный, & всЪ остальные — мнимые. 


9 


безконечно-малою. Обозначая разсматриваемое основанйе лога- 
риемовъ черезъ а, будемъ имЪть 
Е 


чи п] ни 
(3).... а= Ни (1+ 8)“ = Ша |(1+) * [“= Шт (1+ =) с 
ГД = и а стремятся къ нулю, причемъ очевидно а зависить отъ 
а =, т. е. отъ того закона, по которому а измЪняется въ зави- 


СИМоСтТИ ОТЪ 8. 
Ясно, что изъ всфхъ системъ логариемовъ, та будеть про- 
стЪйшая, для которой зависимость между а и = такова, что 


Ци ^ = 1, и которая поэтому называется натуральною; тогда, 


обозначая соотвЪтствующее этой системЪ основане черезьъ е, по- 


лучимъ 
1 


е = Нм (1 -+ =) *, ‘когда г стремится къ нулю. 
Покажемъ, что этоть предЪлъ вполнф опредЪленное число, 


по какому бы закону = ни стремилось къ нулю, и что онъ за- 
ключается между 2 и З, а затЬмъ вычислимъ его. 


1 
Для удобства выкладки положимъ, что г =-_ и слЬдова- 


1 з 
тельно _ = и, такъ что при стремлеши г къ нулю и стремится 
КЪ - со; тогда 

ы 
е = Ша (1+ ея 
Здесь приходится разсматривать три случая: 1) когда п, 
стремясь къ со, принимаетъ только цфлыя и положительныя зна- 
ченя, 2) когда ® принимаетъь кая угодно положительныя зна- 
ченя, соизмфримыя ли, или несоизмфримыя, 8) когда ® прини- 


маетъ отрицательныя значешя, численно стремяцйяся къ оо. 
Въ первомъ случаЪ мы по биному Ньютона имЪемъ 


А Е + 
=. п(п—1) я: ‚ #— (п—1)] 1 


1.2.3... (п—1п °пп 
1. В. НЫ ИК В 
и НЫ и 


= 1 в 


или 
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Такъ какъ здЪфсь всЪ члены этого разложешя положительные, 
1 \" = т, 
то заключаемъ, что (1 +>) >> 2, значить и Нм (1 —- и 2. 2. 
п = 
ДалЪе, если во второй части разложеня (4) откинемъ всЪ 


Е —1 
дроби =, =, а, которыя всЪ меньше 1, то получимъ не- 
равенство 
я 1 1 
(-+„)” < 2 г ЧН + гэта 84 Р.. Зе 1.2.3...(п— 1"? 


а слЪдовательно подавно 
1)" а 1 
(+„) ды ж+ж + Я 5), 
ибо мы каждаго множителя въ знаменателяхъ, начиная со мно- 


жителя 8, замЪнили меньшимъ числомъ 2; а какъь многочленъ въ 
скобкахъ есть сумма членовъ убывающей кратной прогрессйи, зна- 


1 
менатель которой есть --, и слЪдовательно эта сумма равна 


1 ыы 
Е 1, я г, то (1+ >)" аж и т СЕ <, 


значить и И +) $. 


= 1\” 
Такимъ образомъ доказано, что Шт (1 + =), при цъломъ 


= < 
и положительномъ показателЪ п, стремящемся къ со, заключается 
между 2 и 3. Обозначимъ этоть пред®лъ черезъ е. 

Положимъ для 2-го случая, что и, стремясь къ со, прини- 
маетъ какя угодно положительныя значен1я, соизмЪримыя ли, 
или несоизмфримыя; тогда всегда найдутся два цФлыхъ числа 
рир- 1, между которыми заключается ® ($ 9), причемъ, ко- 
нечно, р стремится къ со р еных съ п, такъ что 


фр <п<р- т а сл довательно — а > тогда 


ыри 
ре} | } 
((+-) Ваня Е ’ 
ибо какъ возвышаемые двучлены, такъ и ихъ показатели распо- 
ложены здЪсь по ихъ убывающимъ значенямъ. Послфднее не- 
равенство можно написать такъ: 
р-1 


(+ 


уу 


гдЪ крайне члены имфютъь обиий предЪлъ, ибо по предыдущему 
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случаю Ша (+ ИЕ = г м ИРУ. ыы т уе (++ >] Е, 
р=со 


ь о. 1\* 
ЧН (1 + о 1, и потому по теоремЪ 11$5 ( + - имЪетъ тоть 


же предЪлъ е, который, какъ мы видФли въ первомъ случаЪ, за- 
ключается между 2 и 3. 
Наконецъ, если » принимаетъ отрицательныя значенйя, чис- 


ленно стремяцяся къ со, то, полагая п = — т, гдЪ слЪдова- 
тельно тж число положительное, будемъ имЪть 
1 ре = т 2 1 т : } 
и = Двина 
т—1 


==е, и + - =) = 1, тои (= 1)^ е, 
т=оо 


а какъ Шо (+= 
9) —оо 


т—1 т= 


т 
ь 1 
т. е. Но (1 ++) и при отрицательномъ я, численно стремя- 
и—=—<о 


щемся къ осо, есть то же число е, заключающееся между 2 и 3. 
Такимъ образомъ мы убЪдились, что, каковъ бы ни быль 


законъ, по которому я численно стремится къ о5, 
п ни 


Им (1+ =] ‚ или, что то же, Ша (1- - 2 ‚ (ибо мы выше 
8 т—=Роо 


1 
полагали =) есть нфкоторое опредфленное число е, заключаю- 
щееся между 2 и 3. Этоть предЪлъ и есть основане натураль- 


ныхъ логариемовъ. 
Для вычислевя этого основан!я достаточно опредфлить 


Ни (1-55 1 ка 
® — 


когда и принимаеть цълыя и положительныя значеня, стремя- 
иияся къ со, ибо этоть предЪлъ одинъ и тотъ же, по какому бы 
закону ® ни стремилось къ со. Въ такомъ случаЪ имЪемъ: 


— и ЖЕ ААС АЕ 
О: Е ке ААА"... 
гдЪ число членовъ неограниченно увеличивается, когда %® стре- 
МИТСЯ КЪ с©®. Это ме можно написать такъ: 


вии 5): Чета 


а риа 
(=) (-* те 
6 О рН Неа 


гдЪ А выражается слЪдующимъ безконечнымъ рядомъ: 


®--1 
в о В ие абс ВАН 
ЕЕ 0 28. НЕРЖ 
Чтобы теперь орольаи е, надо только опредЪлить _ 
второй части равенства (5) при п = со; слЪдовательно, прим$няя 
къ первымъ # членамъ ряда (5) теоремы $ 5, получимъ: 


(7)... .е=2-+ от тгузт+.. Я зв + Ша В; 


остается только опредфлить Нм В или, говоря и, возможно 
меньшее положительное число, но превышающее Ё, чтобы можно 
было судить о степени погрЪъшности, которую сдфлаемъ, если за 
е возьмемъ первые д членовъ ряда (5). Для этого въ числителяхъ 


3 & в 
‚ в? Е. —„ *:-› КОТОрыя 


всЪ меньше 1, и, кромЪ того, каждый изъ множителей # - 2, 
+3, ++4,... вь знаменателяхъ замЪнимъ меньшимъ числомъ 
&- 1; тогда 


дробей ряда (6) откинемъ дроби = 


1 18 1 
<. В ВЕ В, .. МЕТ + Г.5. 3. ИЕН» *:**, 
гдЪ вторая часть есть белкопечио убывающая кратная прогресая, 


знаменатель которой равенъ ——-; слЪдовательно при всякомъ 


Е =. т} 
значени # будетъ 


в— 1 1 1 


1 
ЖЕ (2) т. ©. оз в 
1 т 
ру о м 
Такимъ образомъ, ограничиваясь только первыми # членами 
ряда (7), мы за основане налуральныхъ логариемовъ получимъ: 


1 1 1 1 
р р Е ть 


значить и Им В< — 


1 1 
съ точностью до 55 т.т. 
Такъ, вычисливъ сумму первыхьъ 12-ти членовъ этого ряда, 


получимъ 
е = 2,118281828 съ точностью до 0,000000001. 

$ 43. Модуль. Зависимость между натуральнымъ основа- 
немъ логариемовъ и какимъ-либо другимъ. ИмЪя логариемы чи- 
селъ по одному основан, легко вычислить логариемы по вся- 
кому другому основаню. Положимъ, что намъ извЪстент» 1е.№ 
по какому-нибудь основано е, и требуется опредЪлить 12.№ по 
другому основан ю а. Обозначивъ этотъ логариемъ чрезъ х, по- 
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лучимъ 4“ = №; а взявъ логариемы обЪфихъ частей этого равен- 


ства по основан!ю е, получимъ 
х.12.а = ]2.№ или 1е.№.9.а = 1ю.№, откуда 


дм 5.1 
15. № и ]5еа Ч 15а 3 15еМ, 


т.е., имЪя логариемъ числа № по какому-либо осно- 
ван!ю е, мы получимъ логариемъ того же числа по 
другому основан1ю а, умноживъ данный логариемъ 
на дробь, равную единиц, дЪленной на логариемь 
новаго основан{1я, взятый по данному основан! ю. 


1 
Этотъ постоянный множитель За ‚ на котораго слЪфдуетъ 


умножать логариемы чиселъ по основан! е для полученйя лога- 
риемовъ ТЬхъ же чиселъ по новому основан!ю а, называется м о- 
дулемьъ новой системы относительно данной. 
Такъ, напримЪръ, зная, что 

основае натуральныхъ логариемовь есть е = 2,718281828, 

основае Бригговыхъ логариемовъ а = 10, 

1710 при натуральномъ основанйи равенъ 2,30258509, 

15е при основании а равенъ 0,48429448, 
и обозначивъ модуль Бригговой системы логариемовъ относи- 
тельно натуральной чрезъ М, а модуль, натуральной системы 
относительно Бригговой чрезъ М’, получимъ 

=== ено= 250558505 = 0,48429448..., 


у 1 у 1 
1ее — 12718581858 — 043420448 — 2,30258509. 


На основанйи этого, зная, что 15.2 = 0,6931471, получимъ 
12102 = 0,48429448 Х 0,6931471 = 0,3010800. 
Сльдстве. Изъ свойства модулей слЪдуетъ, что 
12.№ = М.12.М, 16. М = М’.19.М, 
а перемноживъ эти два равенства почленно, получимъ 
12.№. 2. М = ММ’... М. 1. М, т 


ММ’=1, откуда М =, т.е. 


У 
модуль одной системы логариемовъ относительно 
другой равенъ 1, дЪленной на модуль второй си- 
стемы относительно первой. 

Покажемъ еще, какая зависимость существуеть между ка- 
кимъ-либо основашемъ логариемовъ и натуральнымъ основашемъ. 
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ВСЕ = 
Зная, что Шт (1 - =) (= мы (изъ формулы 3 $ 42) имЪемъ 
== 
равенство 


® 
Па — 


(ру: а. = 
выражающее зависимость какого-либо основатя а отъ натураль- 
наго основан!я е; зависимость эта обусловлена, значенемъ Шт, 
которое для натуральнаго основавя, какъ мы видЪли, равно 1. 
Посмотримъ теперь, что представляетъ собою Ни. 


Взявъ логариемы обЪфихъ частей равенства (р) по основа- 
ню е, получимъь 


ев а 1 
12. а = Шт_„, откуда - - 


1 ше 


откуда видно, что Им - есть модуль системы логариемовъ по 
основанйю а относительно натуральной системы. 


Х. Розыскане наибольшаго (тахипии) или наи- 
меньшаго (пипипиит) значен1я трехчлена 2-ой сте- 
пени и нБкоторыхъ другихъ функщй. 


$ 44. Опредбленя. Если функшя у = 2) непрерывная по 
крайней мфрЪ на нЪкоторомъ протяженш, то при непрерывномъ 
измЪнени аргумента х въ одну и ту же сторону, т. е. или по- 
стоянно увеличивая его, или постоянно уменьшая, функщя у мо- 
жетъ или непрерывно возрастать, или убывать; она можетъ также 
сначала возрастать до нЪфкотораго значеня у = 6, соотвЪтствую- 
щаго нЪкоторому значен!ю х = а, а затЪмъ снова убывать; тогда 
у = есть наибольшее значенше функци у относительно 
всякихъ двухъ смежныхъ ея значенй, какъ угодно близкихъ къ 
Ь, изъ коихъ одно предшествуетъь значеню у ==, а другое за 
нимъ слЪдуетъ; въ этомъ случаЪ у = 5 называется тахпоат’омъ 
данной функцши. Если же при указанномъ измЪнен!и аргумента 
функщя у сначала убываетъ до нфкотораго значешя у =’, со- 
отвЪтствующаго нЪкоторому значеню`х = а’, а затЪмъ снова 
возрастаетъ, то у =’ есть наименьшее значене функщи отно- 
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сительно всякихъ двухъ смежныхъ ея значенй, произвольно 
близкихъ къ 6’, изъ которыхъ одно предшествуетъ значен1ю у =’, 
а другое за нимъ слЪдуетъ; въ такомъ случаЪ у =’ называется 
шшипаю’омъ данной функщи. 

Можетъ также случаться, что съ непрерывнымъ измфненшемъ 
перемнной х функщя ея у сначала увеличивается до извЪет- 
наго значешя у = 6, затЪмъ уменьшается до нЪкотораго значеня 
у =’, потомь снова увеличивается до значеня у =” и т. д.; 
слЪдовательно функщя можетъ имЪть нЪеколько тах! ти ш’овъ 
и нЪеколько ш1и {ши тш’овъ. 

Изъ приведеннаго опредфленя слЪдуетъ, что надо разли- 
чать мах! маш и м1п1ташм функщи оть крайнихъ ея зна- 
ченй, которыя она принимаеть при крайнихъ значешяхъ не- 
зависимой перемЪнной, т. е. значешяхъ, дальше которыхъ эта 
перемЪнная уже неспособна или не должна измЪняться; хотя-бы 
эти крайшя значення функцщи и представляли собою наибольшя 
или наименьшия изъ всЪхь ея значенй, тЪмъ не мене ихъ не 
считають тахппат’омъ или шшипаш’омъ, потому что здЪеь 
нЪтъ приведеннаго признака ихъ существованя. 

НапримЪръ, имфя функц! у == 8*, видимъ, что у постоянно 
возрастаетъь съ непрерывнымъ увеличешемъ х и при х = со бу- 
деть у = со. Но послЪднее, крайнее значене функщи, будучи 
наибольшимъ изъ всЪхъ ея значенй, не есть однако тахипа, 
ибо 2 не можеть измЪняться дальше со и слЪФдовательно нЪтъ 
здесь приведеннаго признака существовашя тахппаш’а или п11- 
юпмат’а. 

Точно также, имЪя функц у=2 + Уэ— 22, видимъ, что 
2 можеть измЪняться только оть х =— 3 до х=- 3, а при 
этихъ значеняхъ 2 функщя у получаетъь значене 2, которое, 
будучи наименьшимъ изъ всЪхъ ея значенй, не есть однако 
шипа ея, ибо 2 не можетъ увеличиваться дальше х = 3 или 
уменьшаться дальше х = — 3, потому что внф предЪловъ - 3 
и — 3 функщя у оказывается мнимою. 

Если функщя имЪетъь и тахшиит, и шшипам, то тахппат 
иногда можеть быть и менфе ея шшитит’а. Такъ, напримЪръ, 
_ИМЪЯ у = зесх и непрерывно измЪняя х, найдемъ, что 


приз ==р— 5, у == оо 
„ж= 0, у=-! 
„» = 5) у = -Е © 


мыс лы 
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Зл 
при 2 — — 9) — -е >. 3] 
слЪдовательно между предЗлами д = ея И х = -— х- функщя 


у сначала уменьшается оть + со до - 1, а затЪмъ увеличивается 
отъ {1 до + со, и потому у = 1 есть пийпашт при 2 = 0; между 


: 3 . 
предълами же х =- и х =“ функщЯ у сначала увеличивается 


2 
(въ алгебраическомъ смыслЪ) оть — со до — 1, а затЪмъ умень- 
шается оть —1 до — со, и слЪдовательно у = — 1 есть тах1- 


шит (при х = л). Отсюда и видно, что въ данномъ случаЪ 
тахииат меньше шшилат’а. 

Изъ этого примФра усматриваемъ, что выраженя „тахиптит“ 
и шопа“ принимаются въ алгебраическомъ смыслЪ, 
такъ что отрицательный тахипит, взятый въ абсолютномъ зна- 
чеши, можно считать тшипат’омъ, и обратно, если только во- 
просъ допускаетъ такое толкован!е. 

$ 45. Махиптит и штипит трехчлена 2-ой степени. Розыска- 
не тахипиш или шшилиашт любой функщи требуетъ зная выс- 
шей математики; поэтому мы ограничимся здЪеь только частными 
случаями, именно функщею, представляющей трехчленъ 2-ой 
степени относительно перемфнной независимой х, т. е, функ- 
щей вида: 

(1)....у = а? + фу + е 

°и еще тремя видами функц, тахппаш и шшшиит которыхъ 
легко опредФляется элементарными пр1емами. 

Взявъ во второй части равенства (1) а за скобки, получимъ 


ь с } 
= 2 = ыы 
у=а(т Ат 
2 
а прибавивъ къ трехчлену въ скобкахъ и вычтя изъ него (5.) 
* = ‚ 


т. е. квадрать половины коэффищента при х въ первой степени, 
получимъ 


зу бя 


ь > [2 

еее. у=а (+. Е 
Такъ какъ здЪеь количество ([ - ве), какъ квадратъ, при 
всякомъ вещественномъ значеши 2 есть величина положительная, 
то знакъ количества а (" + =) будеть одинаковъ со знакомъ мно- 
жителя а, т. е. со знакомъ ‘коэффищента при =? въ данномъ трех- 
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членЪ (1); слЪдовательно, если а положительная величина, то 
при всякомъ вещественномъ х будемъ имЪть 


>, 
: 2 
а именно у обратится ВЪ с 9 только при такомъ значени пе- 
ь ь 
ремфнной х, при которомъ х + 5, = 0, т. е. при 2 = — э„апри 


ь 


воЪхъ прочихъ значеняхъ для 2, какъ угодно близкихъ къ — 5 


2а ’ 


ь 
будь они больше или меньше, чЪмъ —5., мы всегда будемъ 


2 
имфть уе — 4. ; слфдовалельно 


ет [1 < ь 
шшипат у=е— д. ‚, причемъ шп И ат иметь мЪстоприх = —5.. 
Если же коэффищентъ а величина отрицательная, то и ко- 
Ь \2 
личество а (- ен въ равенствЪ (2) при всякомъ вещественномъ 


х будеть отрицательная величина, а потому будемъ имЪть 
[2 


у=8=ф, 


ь? ь 
а именно у=е — „ только при = =— 5„, а при веЪхъ прочихъ 


у ь 
значеняхъ перемфнной х, какъ угодно близкихъ къ — 5а будь 


ь 
они больше или меньше, чфмъ — >„, мы всегда будемъ имЪть 


Кай слЪдовательно шахипам — ВИН Их = Е 
ухе 4а ' а уе 4а Я 2а ` 


Итакъ, если въ трехчленЪ (1) коэффишенть а при 2? поло- 
жительная величина, то этотъ трехчленъ имфеть ш1п1тамщ; 
если же а величина отрицательная, то трехчленъ имЪфеть тах!- 
шиаш; во всякомъ же случа шах!пиш или ш1Ипиш есть 

ие у=е—ч приг=— 5. 

Результатъ этотъ приводить насъ къ слЪдующему правилу: 

Мах!тмаш или ш!101тошм даннаго трехчлена ра- 
венъ извЪстному члену его сбезъ квадрата коэф - 
фицтента при перемЪнной 2 въ 1-й степени, дЪлен- 
наго на учетверенный коэффиц1ентъ при 2-й сте- 
пени этой перем нной, и это имЪетъ мЪсто, когда 
перемфнная величина х равна коэффиц!енту при 
первой степени этой перем нной, взятому съ об- 
ратнымъ знакомъи дЪленному на удвоенный коэф- 
фиц1ентъ при 2-й степени той же перем нной. 
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ПримЪры. 

р Функщя у = 322 — 5х 3 имЪеть ш1и1таз, ибо коэффи- 
щентъь при 2? положительная величина, притомъ (по формулЪ 3) 
Ее Г Е ро ы 
шипит у =3 —13=35 При я =эз=5. 

2) Функщя у = 2? — 2+ имЪеть ш1п1таш, именно (по фор- 
мулЪ 3) 


Ре С 253 2 
пи у == 0 — = — 1 прих ==: Ри 
3) Функщя у = 2? | 2= +1 имЪъеть ш1п1тиш, именно 
шиитат у = 0 при х = — 1. 


4) Функщя у = 2х — 2? имЪеть шах1таш, ибо коэффи- 
щенть при 2? величина отрицательная, именно тахйпат у = 1 
при х = 1. 

5) Изъ вефхъ прямоугольниковъ даннаго периметра 2р опре- 
длить тотъ, который имЪетъ наибольшую площадь. 

РЬшене. Если высоту искомаго прямоугольника обозначимъ 
чрезъ =, то его основанйе будеть р — х, а потому его площадь 
$ будетъ 


02 
8 = (фр — =) =рх —?; слЪдовательно тахиии з = - при < =: 


, 


2—3 


т. е. искомый прямоугольникъ есть квадратъ. 

6) Число а раздфлить на таюя двЪ части, чтобы сумма ихъ 
квадратовъ имЪла наименьшую величину. 

Рьшене. Пусть будеть х одна изъ искомыхъ частей дан- 
наго числа а; тогда а—х будетъь другая часть; слЪдовательно, 
обозначивъ сумму квадратовъ этихъ частей чрезъ у, получимъ 

у = 2? (а— <)? = 22? — Зах - а?, и слфдовательно 
9п)2 2 о 
чт =3 при #=23=3, 
т. е. данное число а надо раздФлить на двЪ равныя части. 

7) Въ квадрать АВСО (чертежъ 12), сторона 
котораго а, вписать квадратъ, имфюпий наимень- 
шую площадь, 

Рьшене. Положимъ, что ЕКСН искомый 
квадратъ, и обозначимъ площадь его чрезъ $; тогда, 
полагая ДЕ = х, получимъ 


3 = НЕ = ЕС? СН? = (а — *)*-{ 2? или 


ы АК [73 
8 = 222 —2ах + а?; еслЪдовательно шпиташм 8 =-5 


шшипаш у= 4? — 


Го 


при х = 


› 


ы] |=] 


Е: 


„ 


т. е. вершины искомаго квадрата дфлятъ стороны даннаго по- 
поламъ. 
8) Изъ всьхь прямоугольниковъ даннаго периметра 2р опре- 
дЪлить тотъ, дагональ котораго имфеть наименьшую величину. 
РЬшене. Если х есть высота искомаго прямоугольника, то 
р— = будеть его основане; слфдовательно для опредЪленя да- 
гонали его у имЪемъ 


у-ва 
Ясно, что опредЪлене наименьшаго значеня у приводится 


къ опредЪленю наименьшаго значенйя подкореннаго трехчлена. 


р. 


21? — 2рх- р?, а послЪднее имЪеть мЪето при 2 = а =5, Т. 6. 


когда искомый прямоугольникъ есть квадратъ. 

9) Въ треугольникъ вписать прямоугольникъ, имВющИ наи- 
большую площадь. 

Рьшене. Обозначивъ черезъ # высоту треугольника, черезъ 
а его основаше, черезъ х высоту искомаго треугольника, черезъ 
$ — его площадь, получимъ 


8=--. (№ — 27); 


- 2 а 
надо только очевидно найти тахипит (7х — 2?), ибо 3 Постоян- 


ное количество; мы тогда получимъ 


ь у ай А 
тахипит $ = у) при®=5 


’ 


т. е. верхнее основанйе искомаго прямоугольника дфлить высоту 
даннаго треугольника пополамъ. 

10) Въ конусъ, высота котораго й, радусъ озновавя х, впи- 
сать цилиндръ, имЪюцИй наибольшую полную поверхность. 

Рьшене. Обозначивъ чрезъ х радусъ основашя искомаго 
цилиндра, чрезъ у его высоту, а чрезъ 5 — полную поверхность 
его, получимъ 

5 = 2лху + 2л52?, 


у тг в (7—2) 
а какъ ‚„=—,>, откуда у=-———>, то 


= №. ((—№) 2 та. 


Ясно, что эта функщя получить тахпииа или штат 
при ТЪхъ же значешяхъ 2, при которыхъ получить тахйпат 
или шшипаш двучленъ въ скобкахъ, т. е. функшя 


8: =(— 1)? - тйт, 
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и 
ибо множитель —^ величина постоянная; слФдовательно, если 
А > г, т.е. если г—#< 0, то 


ы мы ЕВЕ их=-" _ а потом 
паха 5; = —, =) ПР —5@— 5 у 
г. И 7? ДИ РЕАЛИИ 
тахитит 6 =-;. чи) =э0—) ПРИ ®= 0—5 


при томъ однако условш, что й не меньше 2*. Дъйствительно, т 
откуда и 


— ы 


рт 
не можетъ превышать т, т. е. должно быть 5—2) < г 


слЪдуетъ, что #> 2"; въ противномъ же случаЪ нЪть шахипам. 
Если же й < х, т. е. если т—й_>0, то въ алгебраическомъ 
смыслЪ существуеть ш1п1таш, именно 


г 1 й 
шипит = — „му при 2 = — 5; 


но этоть результать не имЪетъ геометрическаго смысла, такъ 
какъь поверхность цилиндра не можеть имЪть отрицательнаго 
значення. | 

Наконецъ, если 7х — # = 0, то 5 не имЪеть ни тах!1там, 
ни ш1п1!таш, ибо тогда 5 = 2лйх, откуда видно, что съ неогра- 
ниченнымъ увеличеншемъ или уменьшенемъ х функщя 5 соот- 
вЪтственно неограниченно увеличивается или уменьшается. 

1) На данной гипотенузЪ а, какъ на основан, построить 
прямоугольный треугольникъ, имфюций наибольшую высоту. 

Рьшене. Если искомая высота есть у, одинъ изъ отрЪзковъ 
гипотенузы, опред$ляемыхъ высотою, есть х, то у? = 2(а—), откуда 


и-Иа— я: 


а какъь тах!ташм подкореннаго двучлена есть 


2 


а а 
4 Приг =, то 


: а а а 
тахипит у = | т=5 приг=-, 


т. е. искомый прямоугольный треугольникъ равнобедренный. 
Къ разсмотрфнному нами случаю приводится также опредЪ- 
лене тмах1тиш функщи вида 
у=эУ а — 27. 
Въ самомъ дфлЪ, подведя множителя х подъ знакъ корня 
и полагая затЪмЪъ 2*=2, получимъ 


у = И=(а— 21) =Уа'2-—2?, 
а какь шах!шиш подкореннаго двучлена по предыдущему 
а 


4 а? 
есть 1 при 2= >, то 


ь а я — 5 
тахшиий у = ух при = = Иг=“”.—. 
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ПримЪнимъ это къ слЪдующимъ тремъ примЪрамъ: 

12) Изъ всЪхъ прямоугольниковъ, вписанныхъ въ кругъ ра- 
д1уса х, опредЪлить тотъ, площадь котораго есть тах! т ит. 

Рьшене. Если х есть высота искомаго вписаннаго прямо- 
угольника, то основан!е: его есть И 47? — 22, а слЪдовательно его 
площадь з будетъ 

8=#И 4" — 21 =У 4":2— 2, гдъг= 

и по вышеизложенному будемъ имЪть 

тахпиат з =У 444 = 2? при 2 = 2/2, т. е. при х=хИ?2, 
откуда заключаемъ, что искомый прямоугольникъ есть квадратъ. 

13) Изъ всЪхъь равнобедренныхъ треугольниковъ, равныя сто- 
роны которыхъ имЪють постоянную длину а, опредфлихе тотъ, 
который имЪетъ наибольшую площадь. 

Рьшене. Если основан!е искомаго треугольника обозначим 


2 


чрезъ =, то его высота будетъ |/ а? —-., площадь его з = 


НЯ 2 2? . 
=-- =УИа'2 — 2*, гдЪ г = -_;. сльдовательно  тах!- 
7 а? а? 
шит = И ——=-> при 2=->, т.е. при х =аУ2. 


4) Число а раздЪлить на двЪ так я части, чтобы ихъ произ- 
ведене было наибольшее. 

Рьшевше. Обозначимъ одну изъ искомыхъ частей числа а 
чрезъ х; тогда другая часть будеть а — =, а слдовательно ихъ 
произведеше 

у = (а — =) =ал — 2*; значить штахпиаит и=-= при х = >, 
т. е. мы получимъ наибольшее произведеше, когда данное число 
раздЪлимъ на двЪ равныя части. 

Эту задачу можно выразить еще такъ: 

ОпредЪлить наибольшее значене произведешя хх” при усло- 
ви, что сумма х-+ 2х’ обоихъ его множителей равна постоянной 
величин а. По предыдущему произведене хх’ будетъ имЪть 
наибольшее значеше, когда множители равны между собою, т. е. 


когда =’ =-5. 


15) Рьшить по этому же способу задачи 4, 5, 9, 11, 12 и 183. 
16) Изъ всЪхъ греугольниковъ даннаго периметра 2р и даннаго 
основан! я а опредЪлить тотъ, который имЪетъ наибольшую площадь. 
РЬшене. Обозначивъ двЪ остальныя стороны искомаго тре- 
угольника чрезъ х и у, а площадь чрезъ г, получимъ 
=И кр — а) (2—2) (р—у) = Ура). У(ь—2)(ф— у. 


9 
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Чтобы функщя 2 имфла тах!1тимшм, надо чтобы произве- 
деше (р— 2) (р— у) имЪло тах1маш; а какъ сумма множи- 
телей этого произведевя равна постоянной величинЪ а [ибо 
р-р у=2р— (#-у)=а|, то 2 иметь шахпимаш, когда 
р—*=р—-у, откуда х=у, т.е. искомый треугольникъ — равно- 
бедренный. 

$ 46. Махипит произведеня перем5нныхъ сомножителей, сумма 
которыхъ постоянная величина. Въ примЪфрЪ 14 предыдущаго $ 
мы видфли, что произведене двухъ перем$нныхъ сомножителей, 
сумма которыхъ постоянная величина, будеть имфть тах!там, 
когда оба сомножителя становятся равными. Докажемъ теперь, 
что произведен1е всякаго числа перемфнныхъи по- 
ложительныхъ сомножителей, сумма которыхъ по- 
стоянная величина, будетъ имЪть тах!1тиш, когда 
вс сомножители становятся равными (если только 
они способны становиться равными). 

Пусть требуется опредЪлить тах1т ам произведеня 


Р=зу2... и 
изъ положительныхъ вомножителей, при услов!и, что сумма ихъ 
д-у+2... + и-Но постоянная величина. 


`Положимъ, что число сомножителей даннаго произведеня 
четное. Возьмемъ два изъ нихъ и допустимъ, что они неравны; 
тогда ихъ можно сдЪфлать равными, не измЪняя ихъ суммы; при- 
чемъ ихь произведене будетъ увеличиваться (см. примЪръ 14 
предыдущаго $), аначить и данное произведене Р будетъь уве- 
личиваться. СдЪлавъ то же самое со всякими двумя изъ осталь- 
ныхЪъ сомножителей произведения Р, заключаемъ, что Р каждый 
разъ будетъ увеличиваться и слЪдовательно достигнетъ тахипатл ’а, 
лишь тогда, когда всЪ его сомножители станутъ равными. 

Если число сомножителей произведеюшя Р нечетное, напри- 
мЪръ 2” 1, то, сдЪлавъь каждую пару изъ 2" сомножителей 
равными, заключаемъ, что и оставпййся сомножитель долженъ 
имъ равняться, иначе сумма всЪхъ сомножителей произведенйя 
Р не сохраняла бы постояннаго значешя; слЪдовательно произ- 
веден!е Р опять достигаетъ шахипиа’а только тогда, когда всЪ 
его сомножители станутъ равными. 

Доказанная теорема примфнима очевидно кь рышеню слз- 
дующаго вопроса: ;. 

Данное число а раздЪлить. на я частей такъ, 
чтобы ихъ произведен1е было наибольшее; для этого 
число а надо раздфлить на равныя части, такъ что искомый 


. ® 
шах! тиш есть (=) 
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ПримБръ. Изъ всЪхъ треугольниковъ даннаго периметра 2р 
опредЪлить тотъ, который иметь наибольшую площадь. 

Рьшене. Обозначивъ стороны искомаго треугольника чрезъ 
%,.у И 2, а площадь его чрезъ 5, получимъ 

8 =Имр—2) (в— У) (р—2). 

По предыдущему произведене (р— 2) (р— у) (р—2), сумма 
сомножителей котораго есть постоянная величина р [ибо р—#-—- 
р — ур — 2 ==8р — (&-Ну-- 2) = 3р —2р==р], будеть тах!- 
шит, когда р х=р— у=рр— 2, откуда х=у=г; слЪдова- 
тельно искомый треугольникъ — равносторонний. 

$ 47. Махипит произведеня вида х”у” при условм, что 
сумма ›--у постоянная величина. Положимъ, что имЪемъ произ- 
ведеше вида х”у", гдЪ показатели т и п числа постоянныя, цъ- 
лыя и положительныя, при услов!и, что и сумма перемЪнныхъ 
жи у есть нЪкоторая постоянная величина а; требуется опредЪ- 
лить наибольшее значене этого произведеня. Произведенше э”у" 
очевидно будеть имЪфть шах!таш при ТЬхъ же значешяхь 


Е т п . 
хи у, при которыхъ выражене [2 ) .(#) будеть имфть тах!- 


ша, ибо жж и ® величины постоянныя. ЗамЪчая же, что сумма 
всЪхьъ множителей послфдняго выражен1я есть величина постоян- 


ная [ибо т . п==—у=а], мы по $ 46 заключаемъ, что 


это произведеше будеть имЪть тах! паш, когда всЪ множители 


Ё . 
его равны, т. е. когда =; слЪдовательно произведенле г” зу" 


при услов!и, что сумма х-- у равна постоянной величинЪ, будетъ 
имфть шах!тиш, когда множители 2 и у пропорцюнальны по- 
казателямъ ти и, съ которыми они входять въ произведеше, 


т. е. когда 
ж:у=т: т. 


ПримЪры. 


р) Изъ квадратнаго листа АВСР (чертежъ 13) вырЪзать въ 
его углахъ тае равные угловые квадраты », чтобы остаточный 
листъ, согнутый по прямымъ а, 66, с@ и аа, составилъ коробку 
наибольшей емкости. Г 

Рьшене. Если Ё есть сторона даннаго квадрата, х — сто- 
рона вырЪзанныхъ квадратовъ, о — объемъ искомой коробки, то 

© — (Е — 2ж)?. . 

Для опредълемя тах!таш’а этого выраженя мы можемъ 

опредфлить шах1таш выражевшя 2х. (6 — 2х), которое можно 
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разсматривать какъ произведене двухъ множителей 2х и (# — 2%), 
возвышенныхъ соотвЪтственно въ степени 1и2; замЪчая же, что 
сумма множителей 2х и Ё —22 послЗдняго выражеюя равна по- 
стоянной величин # мы заключаемъ, что. ® 
иметь шах1ти1а, когда 


2х {2 ое чии 
о р откуда в 


т. е. объемъ коробки будетъ наибольший, когда 
сторона каждаго изъ вырЪзанныхъ угловыхь 


1 
квадратовъ равна 6 стороны даннаго квадрата, 
о 


причемъь шахмат е==5> #8. 


27 


2) Опредфлить высоту цилиндра, который при данной полной 
поверхности имЪетъ наибольций объемъ. 

Рьшен!е. Положимъ, что данная полная поверхность Ци- 
линдра есть 2ла? (т. е. равновелика удвоенной площади круга 
радуса а), х — ращусъ основавя, й — высота цилиндра; тогда 

р 27—22 
2х? -- 2лхй = 2па?, откуда й = а ЧС 
слЪдовательно объемъ х цилиндра будетъ 


© 


в = ла? = л.ж(а? — 27). 


Чтобы опредфлить тах1ташт выраженя (а? — 2”), опредЪ- 
лимъ шах! миш его квадрата 2°(а? — =?)?, который можно раз- 
сматривать какъ произведене двухъ множителей эх? и (а? — 2), 
возвышенныхъ соотвЪтственно въ степени 1 и 2; а какъ сумма 
множителей #’и а’ — 2? есть величина постоянная, то 22(а?—-27”)?, 


а слЪдовательно и _объемъ г будетъ имЪть шах!1шиаш когда 


а? а?—-2? я у а 2—0? 2а о 

-- == —„_—, откуда х —=——; слЪдовательно й =-—— = ——. = 25, 

1 2 Уз >. Уз 

т. е. высота искомаго цилиндра равна д1аметру его основатя, 
2 аз 


причемъ тахйпаи © = Вуз: 
3)» Въ шаръ радщуса г вписать цилиндръ наибольшаго 
объема. 
РЬшен!е. Если х есть радусъ основав1я искомаго цилиндра, 


НЕ 


у — его высота, то его объемъ о = лл?у; а какъ 72 = 2-5, от- 


куда у==2У 7? — 22, то 
в — Эла? И у? — 12 = ЭлИ (а?)?. (52—12); 


слЪдовательно по вышеизложенному # иметь шах1шаш при 


2 2—2 6 
=, откуда = ЯВ и 


у 1 


} че. 5 4 — 
тахииит © = 27.5 7? "= луз. 


4) Шаръ освЪщается свЪтящеюся точкою, находящеюся на 
разстоян!и 4 отъ его центра; каковъ долженъ быть радлусъ шара, 
чтобы освфщенная часть его поверхности была наиболышая? 


2 
ОтвЪтъ. Искомый ращусъ =; 4. 


5) ОпредЪлить высоту и рад1усъ основашя конуса, который 
при данной боковой поверхности имфетъ наиболышй объемъ. 

Рьшене. Обозначивъ чрезъ х рад1усъ основашя искомаго 
конуса, чрезъ д — его высоту, чрезъ у — объемъ и полагая, что 


ий 
данная боковая поверхность равна ла”, получимь у = 75”. 
КромЪ того имъемъ ла? = лхИ - =, откуда 
"ан п ры НУ м: а 
й = ее слёдовательно уз. ИУ — =. И 2 (ай — 27. 


Для опредЪлешя тах1т и т подкореннаго количества, опре- 
дЬлимъ шах!т ат его квадрата ха — х*)?; замЪчая же, что 


сумма множителей 2 и а*—<* равна постоянной величинЪ а", 


- ы ая— ая 
мы заключаемъ, что у иметь шах! шиаш, когда =, 


4 


+ 
откуда 2 = -—-, а слфдовательно # = «+. 


У 8: 

6) Изъ всЪхъ равнобедренныхъ треугольниковъ, вписанныхЪ 
въ кругъ радтуса х, опредфлить тотъ, который имЪеть наиболь- 
шую площадь. 

Рьшене. Если х есть одна изъ равныхъ сторонъ искомаго 


уз 
треугольника, то его высота Йй = ы значитъ его площадь 


28 У 4 — 2 = 1х. У 2}. 4—2; 
. слВдовательно 5 имфеть шахшиий при услови 


2? 47?— ки 
= т, откуда х = «У 3, 


$ 
ое 


т. е. искомый треугольникъ — равносторонн!й. 

7) Изъ даннаго круга радтуса г вырЪзать секторъ столькихъ 
градусовъ, чтобы объемъ конуса, получаемаго при свертывани 
остаточной части круга, им$лъ наибольшую величину. 
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Рьшене. Производящая искомаго конуса очевидно равна 
у; слЪдовательно, если ращусъ его основашя есть х, то его 
объемъ 


# = > У 7—7 = 3 И“. 08—23); 


ь р 2 
шахитит + имЪеть мЪсто при = — 27, те причемъ 


: ЕН И 2 8 з_2 лз Уз 
шахипи #@ = 3:3 х г Е] а т 


Для опредЪленя числа градусовъ вырЪзаемаго сектора, 0бо- 
значимъ длину его дуги чрезъ у, тогда 


2лж = 2лт — у, откуда у = 2л(г—=) =2ли (1 — Ъ 


значить число градусовъ этой дуги есть. 360° (1 — в} 


8) Какой изъ равнобедренныхъ треугольниковъ, вписанныхъ 
въ кругъ радуса т, даеть при вращении его около основанйя 
ТЪло наибольшаго объема? 


22| © 


ОтвЪтъ. Высота искомаго треугольника й = *. 


9) Въ шаръ радуса ” вписать конусъ, имъющий наибольшую 
боковую поверхность. 
ОтвЪтьъ. Высота искомаго конуса й =%». 
10) Въ шаръ радуса х вписать конусъ, имфющ наиболь- 
пий ‘объемъ. 


4 
ОтвЪтъ. Высота искомаго конуса № = з*. 


|) ОпредЪлить радусъ х такого шара, чтобы сегментъ его, 
имфющ выпуклую поверхность ла”, имфлъ наибольций объемъ. 


Рьшеше. Если высота сегмента есть х, то его объемъ 


и, 2 Е, я . . у : Ъ 
2 — пхе | 3; но по условшю имъемъ 


2 Си 
ла? =2лтх, откуда =, слЪдовательно 
И ет 
ат бу 3 6 


е 2 1 а 
Чтобы найти тахппат выраженя Се — =), МОЖНО опредЪ- 


ы ры а? \2 г я 
лить шахипит его квадрата (1 —%) или же выраженя 


2 2 \2 2 
Ц — =) ч ибо-- — постоянное количество; слЪдовательно та- 


хипап имЪетъ мЪсто, когда 


ь 
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а т а? 


де — а] =1:2, откуда "= —- 


У 


я Е а? 
При такомъ значени радтуса высота сегмента х = > == 


т. е. искомый сегментъ есть полушар!е. 

12) На столЪ находится малый плоск предметь т, освфщае- 
мый свЪчей и отстоящйй отъ нея на разстояни 4. ОпредЪлить 
высоту, на которой должно находиться пламя свЪчи надъ сто- 
ломъ, чтобы освЪщене даннаго предмета была наибольшее. 

Рьшене. Обозначимъ яркость цвЪта данной свЪчи при еди- 
ниц разстояня пламени отъ освЪщаемаго предмета и при вер- 
тикальномъ направлен!и лучей чрезъ а, уголъ наклоневшя лучей, 
испускаемыхъ свЪчею, къ поверхности освфщаемаго предмета 
чрезъ а, высоту пламени свЪчи надъ столомъ чрезъ х, яркость 
свЪчи при этихъ данныхъ и при разстоянйи 4 основатя свЪчи 
оть предмета т чрезъ у; тогда, зная, что освъщеше пропорщю- 
нально эта, но обратно-пропорцюнально квадрату разстояйя 
пламени отъ освфщаемаго предмета, получимъ 

у = Физ == т ==. эта (1—2). 

Чтобы опредЪлить тахппит произведен1я эта (1 — э1?а), 
можно опредЪфлить шахшиии его квадрата эт? а(1 — эт?а)?; за- 
мфчая же, что здЪеь сумма множителей з11?а и 1 — эш?а постоян- 
ная величина именно 1, заключаемъ, что 

Ша __ 1— виа 


тахииит иметь мЪфсто при услои —— =-—— 5, откуда 
К 1 ЕЯ 1 а 
Ша = —=, т.е. —— =, и слЪдовательно х = у 
Уз’ УфЕт Уз’ 2 


Иногда вопросъ объ опредълеви шшипат (или шахппат) 


функщи /х) полезно свести на вопросъ объ опредзлеви тах!- 


тит (или шшипат) обратной функщи 5 (и обратно). 


Приведемъ примЪры. 

13) Около шара радтуса т описать конусъ наименьшаго 
объема. 

Рьшене. Если х есть высота искомаго конуса, у — ращусъ 
его основашя, то его объемъ + ==; при помощи же подходя- 
щаго чертежа найдемъ, что 


та 


у Е 
= откудау=——— —; слВдовательно 
ы: У =@&—295’ м У =(2— 2") к 
лат пт ай 
2 


3(%—27) 3 ‘5—2 ° 
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2 
Для опредълешя шшшиит выражен!я —5; достаточно опре- 
. . #— т 
дълить тахниии обратнаго выражешя -„-, равнаго 5—5), 


йе: 2 
или же выражен!я (а —=), ибо множитель 2» постоянный, а 
2+ 2. 

для этого по примЪру 14 $ 45 должно быть „ =1— >, откуда 
2—4 (а слЪдовательно у = И’ 2), и потому 
ле 167 вл 
г ав 

Этоть результатъ весьма интересенъ: онъ показываетъ, что 
высота искомаго конуса вдвое больше даметра шара, объемъ 
его вдвое больше объема шара, площадь его основашя вдвое 
больше площади большого круга даннаго шара, ибо эта площадь 


шипа Ф = 


+ 
есть лу? = т р 2лт?; наконецъ, полная его поверхность 


вдвое больше поверхности шара, ибо эта поверхность есть 
лу? | лу Иж -Р у? =8ле. 
14) Конусъ касается шара радтуса х и его основанйе прохо- 
дитъ чрезъ центръ; опредЪзлить тшИпит объема этого конуса. 
Рьшене. Объемъ даннаго конуса есть =", ГД 2 ра- 
дусъ основашя конуса, у его высота. При помощи подходящаго 


чертежа, ож что 


ВЫ р ВЕ. ыИЮ „в 
> — у = откуда = ; слЪдовательно © = ии 
Чтобы ен шила +, ами шишпиат дроби 
13 ` = 1 
г. ‚ равной (@— =, или ея 


7? 
квадрата. Этоть тахппат имЪетъ Не при условйи ый — =) = 
= 1:2, откуда у ==» 8, о слЪдовательно 


д" 3733 _ лу 3 
а: 


шоййаам ® = 
- : вк : Ь 

$ 48. Махипит или питипит функщи вида у —= ах--„. По- 

лагая, что здЪеь а и 6 положительныя величины, получимъ 

Зы. ъ. 2% РАЗА. Ъ. 2 ВА. 
у=(И ав + (У*)=(У=-У*)-+2и4 

откуда видно, что при всякомъ положительномъ значен!и х будетъ 

у> 248, 


— ъ 
а именно у =2У а только тогда, когда У ат -у> ‚ т. е. когда 


0 
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=>; при всЪхъ же другихъ положительныхъ значешяхъ 2 

будеть: у? У аб; слБдовательно 2| аб есть т1п1т ат данной 
: а: 

функщи у при 2 = их. 


При отрицательныхъ значешяхъ х, напримЪръ при х = — 2”, 
будемъ имЪть 


у=И==+(И-3)=(==-У-*)--2Ие 
шлии = (5 Уае-1 ®.)—зУв=—(Ут-— У) за, 


откуда видно, что при всякомъ положительномъ 2", а слЪдова- 
тельно при всякомъ отрицательномъ х будетъ 


у<—2У 45, 
— > 
а именно у == — 2 У а, когда У ах’ = о Т. е. когда я = — 
ъ 
— 2‘ =— И —; при всфхъ же прочихъ отрицательныхъ значе- 
[72 


шяхь х будеть у< — И аб; слЪдовательно —2 У аб есть та- 
х1ш аш данной функщи. 
Если коэффищенты а и данной функщи величины отри- 


ъ ъ 
цательныя, напримЪръ, если у = — ах —-„=— (2 | =}, то въ ал- 


гебраическомъ смыслЪ наименьшему значеню двучлена въ скоб- 
кахъ соотвЪтствуетъ наибольшее значен1е функщи у и наоборотъ; 
слЪдовательно при отрицательныхъ коэффищентахъ будетъ 


тахпиит у =2 И ар при & = а > 
шшйпам у = — 2 Уаб при х = _у*>. 
ПримЪры. 


р) Число а разложить на таые два множителя, чтобы ихъ 
сумма была наименьшая. 
Рьшене. Если одинъ множитель даннаго числа а есть х, то 


другой будетъ =, слЪдовательно ихъ сумма, которую обозначимъ 
чрезъ у, будетьу=---= ‚ а потому по доказанному 


шипит у=2Уа при х = Иа, 
*) Въ этихъ результатахъ подъ а и Ь надо уже понимать абсолютныя 
значеня этихь величинъ, какь это видно изъ самаго хода изложенйя. 
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т. е. данное число должно быть разложено на два равныхъ мно- 
жителя. 


2) Изъ всЪхъ прямоугольниковъ данной площади $ опредЪ- 
лить тотъ, который имфеть наименьший периметръ. 


РЬшен!. Пусть будетъ у периметръ искомаго прямоуголь- 
ника, х — его высота; тогда 


== +), откуда у= 22 --*; 


слЪдовательно шшипату=? УИ 2.2: =4Из при х = Уз, т. е. ис- 
комый прямоугольникъ есть квадратъ. 

`3) Опредфлить прямоугольный треугольникъ, который при 
данной высот А имЪеть наименьшую гипотенузу. 

Рьшене. Обозначивъ искомую гипотенузу чрезъ у, одинъ 
изъ ея отрЪзковъ, опредЪляемыхъ высотою, чрёзъ х, получимъ 


рп 
й = 2(у— =), откуда у=х--; . 
слЪдовательно шшипашт у == 24 при 5 = 4, т. е. искомый треуголь- 


никъ равнобедренный. 


4) Изъ всЪхъ равнобедренныхъ треугольниковъ данной пло- 
щади з опредЪлить тотъ, въ которомъ равныя стороны имЪють 
наименьшую величину. 


Рьшене. Полагая, что х есть основане искомаго треуголь- 
ника, у одна изъ равныхъ сторонъ его, получимъ 


Е ат 1 48 л 45" 
8 = / у’ — тт откуда у = Из Ех О У 


ГДЪ 2 = 27°; слЪдовательно 


а. ПРОТЕК веть 
шшитат у = У 2 р . 48? = У 23 при 2 =У 16з?, т. е. прих = 
4 


—=У 163? = 2. 
5) Изъ и одинаковыхъ гальваническихъь элементовъ тре- 


буется составить смЪшанное соединене такъ, чтобы сила тока 
была наибольшая. 


Рьшене. Положимъ, что для полученя наивыгоднЪйшаго 
дъйстыя тока данное число элементовъ надо разбить на т группъ, 


т 
въ каждой слЪдовательно по я элементовъ, гдЪ т конечно дол- 


: п 
женъ быть дълителемъ числа я. Если и элементовъ соеди- 


нимъ параллельно, а затЪмъ получаемыя т группъ соединимъ 
послЪдовательно, то сила тока -/, какъ извЪстно изъ физики, 
выразится такъ: 


Е Е 
= = ти а 
Е 
гдЪ Е — электровозбудительная сила каждаго элемента, выра- 


женная въ вольтахъ, ше — внутреннее сопротивлене каждаго 
элемента, ” — внфшнее сопротивлене, выраженныя въ омахъ, 


. 2 - 
и гдЪ очевидно и есть внутреннее сопротивлеше всей батареи. 


. эта т 
Ясно, что / будеть имЪть шахипит, когда знаменатель а 
будетъь имЪть ш1и1там; но 


эта у ти м ‘2 ас" 
п т _ т т т ? 


гДЪ только т перемЪнная величина; слфдовательно по преды- 


те тие 17796 
дущему"„- -- = будетъ ИМЪТЬ шит р = или при-„ = = 


=, т. е. / будетъь имЪть тахпии, когда нь сопроти- 

влен!е батареи равно внЪшнему, и тахппит имЪФетъ мЪсто при 
т® 
т = О 
6 

Если здЪеь радикалъ не окажется цфлымъ числомъ, то за 


т придется конечно взять дфлителя числа п, наиболфе близко 
; тп 
подходящаго къ значен!ю корня И Такь, если Е=1, ш=2, 


т = 10, п = 12, то т =У 60 = 7,74...; а какъ дзлители числа 12 
суть 1, 2, 3, 4, би 12, изъ коихъ дЪлитель 6 наиближе подхо- 
дить къ числу 7,74..., то приходится принять т = 6, а тогда 


1 3 
У=55 0 =з ампера. 


6. [6 8 
12 Тв 


(См. 2-ую стран. обложки). 
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